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Chapitre 1

Les chaines de Markov

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Dans la suite nous utiliserons les deux abréviations sui-
vantes : i.1.d pour indépendantes et identiquement distribuées et p.s pour presque slirement.

1.1 Rappels sur les chaines de Markov

1.1.1 Définition et premiers exemples

Dans tout ce chapitre E désignera un ensemble fini ou infini dénombrable (par exemple E =
{a,b,c,d}, E=NouE = Z).

Définition 1 On dit qu’une suite de variables aléatoires X = (X,,),en, toutes a valeurs dans E, est
une chaine de Markov si pour tout n € N et tout (Xo, X1, . . ., Xns1) € E"2 tel que
P(X() =Xy, Xy = )Cn) > 0,

P(Xy+1 = x0111X0 = X0, ..., Xy = x) = P Xy = X%5011X, = x,) .

Autrement dit, une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires pour laquelle la loi
conditionnelle de la n + 1-ieme coordonnée sachant toutes les coordonnées précédentes ne dépend
que de la n—ieme, et ce pour tout n. L’indice n représente souvent le temps mais pas toujours.

Remarque. On dit que trois variables aléatoires discretes A, B, C sont telles que A est indépen-
dante de B conditionnellement a C si

PA=a,B=bC=¢c)=PA=4a|C=c)XxPB=bC=c),

pour tout ¢ € E tel que P(C = ¢) > 0. On pourra vérifier que cette derniere propriété est équivalente
aavoirP(A =alB=b,C=c)=P(A =alC = c) pour tout (b,c) € E* tel que P(B = b,C = ¢) > 0.
Ainsi, une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X)), telle que pour tout n € N,
X,+1 est indépendante de X,_i,..., X, conditionnellement a X,. Dans un contexte temporel, on
peut donc interpréter cette définition en disant que "conditionnellement au présent, le futur est
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indépendant du passé".
Dans la plupart des exemples considérés dans ce cours, la loi conditionnelle de X,;; sachant X,
sera indépendante de n, ce qui donne lieu a la définition suivante.

Définition 2 1. On dit qu’une "matrice" (P(x,)) . yer2 est stochastique si P(x,y) > 0 pour
tout (x,y) € E* et si 2yee P(x,y) = 1 pour tout x € E.

2. On dit qu’une chaine de Markov X est homogéne s’il existe une matrice stochastique P telle
que pour tout (n,x,y) € N X E X E tel que P(X,, = x) > 0, alors

P (X1 = yIX, = x) = P(x,y).

Convention. Lorsque P (X,, = x) = 0, on conviendra que
P (Xps1 = len =X,Xp1 = Xnet5. .., Xo = X0) = P(Xps1 = len =Xx)= P(X,y)

La matrice P est souvent appelée matrice de transition ou plus simplement transition.

La figure 1.1.1 compare une trajectoire obtenue a partir de 100 variables aléatoires i.i.d toutes de
loi de Bernoulli de parametre % (graphe de gauche) et une trajectoire de longueur 100 d’une chaine
0.75 0.25

de Markov sur E = {0, 1} telle que P = (0,25 0.75

) (graphe de droite). Le cas des Bernoulli
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Ficure 1.1 — Comparaison de trajectoires de deux chaines sur £ = {0, 1}

Exemples

1. L’exemple classique est celui de la marche aléatoire sur le réseau Z¢. A partir d’une suite
(&1),> de variables aléatoires i.i.d a valeurs dans 7% et indépendante d’une autre variable
aléatoire X, (elle aussi a valeurs dans Z¢), on définit une suite de variables aléatoires a 1’aide
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des relations X,;; = X,, +&,+1, n € N. On obtient alors une chaine de Markov homogene dont
la transition P est donnée par

P(x,y) =P =y-x, (xy)eZ’.

Danslecasoud = 1l etP(& = 1) = P(§

-1) = % on parle de marche aléatoire simple

{Osilx—yl;tl

symétrique. Dans ce cas, on obtient P(x, y) 1.
ssilx—yl=1

. On considere la situation suivante. Entre deux instants donnés notés n et n + 1, ¢ € N*
pieces sont fabriquées en usine. On note D, le nombre de pieces (aléatoire) que les clients
achetent entre les instants n et n + 1. Si X, désigne le nombre de pieces en stock au temps n,
alors on a la relation

X, =max (X, +qg—D,;1,0), neN.

En supposant les variables aléatoires Dy, D,, ... i.i.d, on obtient un chaine de Markov ho-
mogene a valeurs dans £ = N et dont la matrice de transition P est donnée par P(x,0) =
P(Dy>2x+q)etP(x,y)=P(D;=x+g-y)si0<y<x+gq.

. Le processus de Galton-Watson est un processus de branchement simple qui permet de mo-
déliser I’évolution du nombre de descendants d’un individu donné. Initialement, il a été
proposé par F. Galton et H.-W. Watson vers 1873 pour étudier le probleme suivant.

Soit po, p1, p2 - .. les probabilités respectives pour qu’un homme ait 0, 1,2, ... enfants et sup-
posons qu’il en soit de méme pour ses fils, les fils de ses fils, etc. Quelle est la probabilité
que la descendance mdle s’éteigne au bout de r générations ?

L’objectif initial était I’étude de 1’extinction des noms de familles nobles en Angleterre.
Dans ce probleme, le nombre de descendants peut étre représenté de la facon suivante.
On pose Xy = 1 et pour tout entier n, on définit récursivement X,,,; = Zf.(:”l Y,ilx,o ou
{Y,:: (n,i) € N* x N*} est une famille de variables aléatoires i.i.d et toutes de loi discrete
(pr)ken. La suite (X,),en est alors une chaine de Markov dont la matrice de transition P est
donnée par

P(X,Y):P(Zyl,i:)’): Z Pji " Djy (x,)’)GN*XN,
i=1

Jr =y

et P(0,y) = 1.

. En génétique, le modele de Wright-Fisher est utilisé pour étudier 1’évolution de la propor-
tion de deux alleles A et B dans une population haploide (i.e chaque individu posseéde un
seul exemplaire de chaque double-brin d’ADN) et dont la taille reste a peu pres constante
d’une génération sur I’autre. Plus précisément, si N désigne la taille de cette population
et X, le nombre d’individus possédant I’allele A a la génération n € N, on estime que la
loi conditionnelle X,,.1|X,, X,—1, ..., Xo est une loi binomiale de parametres N et XW Sché-
matiquement, cela revient a considérer que tout individu i de la génération n + 1 provient,
indépendamment des autres, du parent j de la génération n avec probabilité ﬁ et hérite de
I’allele correspondant. La suite (X,,),cy est alors une chaine de Markov par construction.

7



Plus généralement, nous avons le résultat suivant.

Proposition 1 Soient (U,),c une suite de variables aléatoires i.i.d a valeurs dans un espace
mesurable G, indépendante d’une variable aléatoire Xy a valeurs dans E et F : E X G — E une
fonction mesurable. Alors si

Xn+1 = F(X}’l’ Un+1) > ne N9

la suite (X)), est une chaine de Markov homogene.

Preuve. Pourn € Net xy, xq,...,x, € E, posons A, = {Xy = xo,...,X, = x,}. Alors

P()(n+l = xn+1|An) = P(F (xn, Un+l) = xn+l|An)
P(F (xna Un+1) = xn+1)
P(F (x, U1) = Xp41)

En posant P (x,,, X,+1) = P (F (x,, U;) = x,41), on voit que la suite (X},), €st une chaine de Markov
de matrice de transition P.O0

Notations. Dans la suite, P" désignera la puissance n de la matrice de transition P. De plus, si u
est une mesure sur E, la mesure uP" désignera la mesure sur E définie par

uP"(x) = > p@P"(z,x), x€E.

zeE

Proposition 2 Soit (X)), une chaine de Markov de loi initiale u (i.e u est la loi de X,) et de
matrice de transition P. On a alors les formules suivantes.

1. Pour tout (xo, X1, ...,X,) € E"™, ona

P(Xo = x0, X1 = x1,..., Xy, = x,) = u(x0)P(xp, x1) - - - P(Xp—1, Xp).

2. Pour tout (n, p) € N?, P(Xn+p =yX, = x) = P'(x,y).
3. P(X, =y) = uP(y).

D’apres le point 1 de la Proposition 2, on voit que la loi initiale p et la matrice de transition
P détermine completement les lois fini-dimensionnelles de la chaine de Markov. On admettra que
étant donné une mesure u sur E et une matrice markovienne P, il est toujours possible de consideérer
un espace probabilisé (Q, A, P) sur lequel est définie une suite de variables aléatoires (X,), o qui
soit une chaine de Markov de loi initiale u et de matrice de transition P.
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Preuve de la Proposition 2

1. II suffit d’appliquer la formule des conditionnements successifs et d’utiliser la définition des
chaines de Markov. Nous avons, en notant A; = {Xy = xg, ..., X; = x;},

P(Xy = x0,...,X, = X,)
= PXulA-D) P XKoot = Xp-1lAn2) - - - P (X1 = x1|A0) P (Xo = x0)
= PXo=x) P Xy =x11Xo = x0) -+ - P (X, = x| X1 = 2x5-1)
= p(x0)P(xo, x1) - - - P(Xn-1, Xn)-
2. Toujours en utilisant la formule des conditionnements successifs, nous avons

P (Xuep = XueplX, = x,)
Z P(Xpﬂ = Xpilseor Xnip = XnaplXp = xp)

Xp+1seees x)H])flEE

= Z IED()(nﬂn = xn+p|Xp = Xps-... »Xn+p—1 = xn+p—l) e 'P(Xp+l = -xp+1|Xp = xp)

Xp+1seees Xn+p-1 €E

= Z P(xp,xp+1)---P(xn+,,_1,xn+,,)

Xp+1seees Xn+p-1 €E
_ 7
= P (xp, Xt p) .

3. C’est une conséquence du point précédent en remarquant que

P(X,=y)= Y PX,=y.Xo= 1= ) P(X, = )X = 9)P(Xo = x).0

xeE xeE

Exercice 1
Soit X une chaine de Markov homogene. Montrer les propriétés suivantes.
1. P(X,,+p = Xptps oo Xnrl = X1 Xy = X, .., Xo = xo) ne dépend pas de x, ..., X,—1.
2. Déterminer la loi du vecteur Y, = (X;,, Xj,, ..., X;,) 810 < i) <ip <...<i,.
Exercice 2

Soit X une suite de variables aléatoires a valeurs dans E et telle que pour n > p,

P (X1 = Xn011Xp = Xy ..., Xo = X0) = IPD()(n%—l = Xps 11X = Xy - - ’Xn—p = -xn—p) .

Montrer que la suite (Y),),oy définie par Y, = (Xn, Xiits e ooy Xps ,,) est une chaine de Markov.
La propriété suivante que nous admettrons est appelée propriété de Markov simple. Il est parfois
utile de considérer des fonctions qui dépendent de tout le futur.

Proposition 3 Si (X)), est une chaine de Markov homogéne et g : EY — R une fonction mesu-
rable bornée (pour simplifier) alors

E (g (Xp, Xni15 - - )Xy = Xn, ..., Xo = x0) = E (g (Xo, X1,.. ) 1Xo = X0).



1.2 Irréductibilité, transience et récurrence

Définition 3 Une chaine de Markov X est dite irréductible si pour tout (x,y) € E?, il existe un
entier n = n(x,y) > 1 tel que P"(x,y) = P(X, = y|Xy = x) > 0.

La définition précédente signifie que la chaine X peut passer de tout état x a tout état y avec une
probabilité positive. Remarquons que

P'xy)= D PEx)P(, %) P1,Y).

X1 5o Xn—1EE

La définition précédente signifie alors que pour tout (x,y) € EZ2, il existe n € N* ainsi que

Xiy...,x—1 € E tel que P(x;,x;41) > 0, pouri = 0,...,n — 1 (en convenant que x, = x et
Xp = ).
Exemples
1. La marche aléatoire X,,,; = X, + &, sur Z¢ telle que P (¢| = ¢;),P(¢; = —¢;) > 0ol ey,...,e4
sont les vecteurs de la base canonique de R est irréductible.
05 0 05
2. La chaine a trois états de matrice de transition P =| 1 0 0 Jestirréductible.
0 0.1 09

3. La chaine de Galton-Watson n’est pas irréductible. En effet 1’état O ne peut mener qu’a lui-
méme. Lorsque pour une chaine de Markov de transition P, on a P(x, x) = 1, on dit que I’état
x est absorbant.

La notion suivante joue un role fondamental pour analyser le comportement en temps long
d’une chaine de Markov. Elle fait intervenir le temps de retour en un état x € E défini par

T.=infln>1:X, =x}.

Remarquer que T, est une variable aléatoire a valeurs dans N*U{+oco} (on convient que inf ) = +c0).
En effet, on a
(T, =k} ={X1 #x,..., X1 # x, Xy = x}.

Dans la suite, nous aurons également besoin de la loi d’une chaine de Markov de transition
P lorsque X, est constante et égale a x. Cette loi, notée P,, correspond a la loi conditionnelle
P (:|Xy = x) lorsque sous P, X est une chaine de Markov de transition P et de loi initiale quel-
conque.

Définition 4 Un état x € E est dit récurrent lorsque P, (T, < +c0) = 1. Sinon, on dit que x est
transitoire.

On interprete la définition précédente de la facon suivante. Si x € E est récurrent, on est sir la
chalne qui part de x repassera par cet état. Si x est transitoire, il existe un événement de probabilité
positive sur lequel toute trajectoire de la chaine de repasse jamais en x.
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Remarquons que la notion de récurrence ne dépend que de la transition P de la chaine (et pas
de la loi initiale).
Dans la suite pour un état x € E, nous noterons

U, = :E: ﬂx;:x,

n>1

le nombre de retours de la chaine au point x. La notation E, désignera I’espérance sous la probabi-
lité¢ P,.

Proposition 4 Soit X une chaine de Markov irréductible de loi initial u quelconque. On a les deux

cas de figures suivants.

1. Tous les états sont récurrents. Dans ce cas, p.s, pour tout x € E, la chaine de Markov passe
X une infinité de fois. On dit que la chaine est récurrente.

2. Tous les états sont transitoires. Dans ce cas, p.s, pour tout x € E, la chaine ne passe qu’un
nombre fini de fois par x. On dit que la chaine est transiente.

Remarques

1. On a alors la conséquence suivante. Lorsque E est fini, une chaine irréductible est au-
tomatiquement récurrente. En effet, si la chaine était transitoire, elle ne passerait qu’un
nombre fini de fois par chaque état, ce qui est incompatible avec la finitude de E.

2. Si E = N ou E = Z, une chaine transiente vérifie lim,,_, . |X,,| = +00 p.s.

Preuve de la Proposition 4. Pour x € E, posons

UG) = > Tigm-

nx1

U(x) représente le nombre de visites au point x € E (on exclut I’état initial). Remarquons que pour
touty € E,

By (U) = Y P(X, =xXy=y)= Y P'(y,).

n>1 n>1

La preuve est en partie basée sur le lemme suivant.

Lemme 1 On considére une chaine de Markov irréductible X. Soient x € E un état de la chaine.
L’état x € E est récurrent (resp. transitoire) si et seulement si P, (U(x) = +o0) = 1 (resp. = 0).
Dans ce cas, on a E, (U(x)) = +o00 (resp. < +0).

Preuve du Lemme 1. Remarquons qu’en posant F,, = {X,, = x, X; # x;k > n + 1} pour tout en-
tiern>1letG={X; #x;k>1},ona

{U(x) < +00} = U, F, UG.
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Les F, étant disjoints deux a deux et disjoints de G, la formule des probabilités totales entraine
I’égalité
P, (U(x) < +00) = P,(G) + ) Pu(F,).
n>1

De plus, en utilisant la propriété de Markov et les propriétés des lois conditionnelles, on a
Pu(Fy) =P (X, = xlXo = ) P (Xi # X3k 2 1|Xo = x) = P'(x, Y)P+(G)

et donc
Py (U(x) < +00) = [1 + Z P"(x, X)] P«(G) = (1 +E, (U(x) P(G).
n>1

— Supposons d’abord x transient. Alors, par définition, P,(G) > 0 et donc

E, (U(x)) = PX(UI;X() G<) ) 1 < teo.

On en déduit que P, (U(x) = +00) = 0.
— Supposons ensuite x récurrent. Dans ce cas P,(G) = 0. On déduit des calculs précédents que
P, (U(x) < +00) = 0 et donc que E, (U(x)) = +co0.0

Fin de la preuve de la Proposition 4. Nous allons utiliser le Lemme 1, en montrant d’abord
que pour deux états distincts x et y, les quantités E, (U(x)) et E, (U(y)) sont ou bien toutes les
deux finies, ou bien toutes les deux infinies. Cela revient a montrer que les séries »,.; P"(x, x) et
21 P'(y,y) sont de méme nature. Par irréductibilité de la chaine, il existe deux entiers r et s tels
que P"(x,y) > 0 et P°(y, x) > 0. En utilisant les deux inégalités

P 2 PP O)P L), PPGL) 2 PO )P (6 0P (1),

on conclut aisément que les séries ). P"(x, x) et ),,~; P"(y,y) sont ou bien toutes les deux conver-
gentes ou bien toutes les deux divergentes. D’apres le Lemme 1, on conclut que les deux points
sont soit tous les deux transitoires, soit tous les deux récurrents. Tous les états de la chaine sont
donc de méme nature. Nous allons ensuite étudier la quantité P, (U(x) < +00).
Supposons d’abord la chaine transiente. Comme P""(y,y) > P"(y,x)P"(x,y) et 3,5 P"(x,x) <
+00, on en déduit que

D P, x) = By (U(x) < +o0

n>1
et donc que Py (U(x) < +o0) = 1.
Supposons maintenant la chaine récurrente. Nous allons prouver que P, (U(x) = +00) = 1.

— Nous commengons par montrer que Py, (7, = +o0) = 0. Posons Ty(l) =Tyetsi>1,

Ty(k+1) = inf {n > T)(,k) X, = y} .

La suite (T}(,k) )k>1 désigne la suite des temps de retour successifs en y. D’apres ce qui précede,

sous PP, tous ces temps sont finis. Notons ¢ = P, (Tx > Ty). Remarquons que ¢ < 1. En
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effet, par irréductibilité, il existe n € N* et zy,...,2,.1 € E \ {y} tels que P(z;,zi+1) > 0 si
0<i<n-1(enposantzy =yetz, =x). Mais 1 —c > P(29,21) - P(24-1,2,) > 0 et donc
c<1.0na
_ . (k)
P, (T = c0) = lim P, (1. > TP).

Nous allons montrer que P, (Tx > T)(,k)) = ¢* ce qui conduira au résultat. On a

P(T>TP) = > D PO2IPGLD) P13 POy T 1) Pam,Y)

My <o < 2 e Zimg FXoZin; =Y

k
D, DL POz PGay)

heN* 71,...,2p-1#X
=
— Ensuite, en procédant comme dans la preuve du Lemme 1 (voir les notations des éveénements

F, et G), nous pouvons montrer que

Py (U(x) < +00) = E, (U(x)) P,(G) + P,(G).

Comme P,(G) = 0 par défintion de la récurrence et P\(G) = P, (T, = +o0) = 0 d’apres ce
qui précede, on conclut que P, (U(x) = +o0) = 1.
Pour terminer la preuve de la proposition, considérons une loi initiale y arbitraire. On a

P(UM) = +00) = " uy)B, (U(x) = +00).

yeE

Lorsque la chaine est transiente (resp. récurrente), nous avons montré précédemment que pour tout
y € E,Py(U(x) = +00) = 0 (resp. 1). On a donc P (U(x) = +o0) = 0 ou 1 suivant que la chaine soit
transiente ou récurrente. Ceci termine la preuve.O

Exercice 3
Pour une chaine de Markov X récurrente irréductible de loi initiale u, on considere la suite des
temps de retour successifs au point x € E, soit

TV =inf{n>1:X, = x},
T)(Ck) = inf {n > T)(Ck_l) X, = x}, k> 2.

On convient que T)(CO) = (. Montrer que les variables aléatoires S; = chk) - T)(ck_]), k > 1, sont
indépendantes et que pour tout entier k > 2, la loi de S correspond a la loi de conditionnelle de
S| sachant X, = x. On pourra se contenter de prouver le résultat pour les deux premiers délais, en
détaillant I’éveénement {S| = p, S, = ¢} et en utilisant la propriété de Markov.

1.2.1 Récurrence positive et probabilité invariante

Pour une chaine de Markov irréductible, le nombre moyen de visites de X, ..., X,, au point x
converge p.s. On a plus précisément le résultat suivant.
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Proposition 5 Soit X une chaine de Markov irréductible. Alors

. 1
Jim Z Lixi=n = E.(T,) ¥

On a alors les deux cas suivants.
— Soit E,(T,) < +oo pour tout x € E (dans ce cas, tous les états sont récurrents). On dit alors
que la chaine est récurrente positive.
— Soit E,(T,) = +o0 pour tout x € E. La chaine peut étre alors récurrente ou transiente. Si elle
est récurrente, on dit qu’elle est récurrente nulle.

Preuve de la Proposition 5. Posons m(n) = >/, 1;x,-. La preuve est claire dans le cas ou la
chaine est transiente puisque d’apres la Proposition 4, on a P, (7T, = +00) > 0 pour tout x € E et
donc E, (T;) = +oo pour tout x € E. De plus = '"(") — 0 p.s. car m(n),, s’annule pour n suffisammnet
grand.

Supposons ensuite la chaine récurrente et considérons la variable aléatoire 7,” = };_, Sk qui
représente le temps (ou I’'indice) du n—eme retour au point x (voir I’exercice précédent pour la
définition des variables T'"). En utilisant le résultat de I’exercice précédent ainsi que la loi des
grands nombres, on sait que p.s, 57 — E, (T,), la limite étant éventuellement égale a +oo. Pour

(n)

simplifier les notations, posons V, = T". Comme par récurrence, m(n) — +co p.s., on a aussi
% E.(T,) p.s. Remarquons aussi que si m(n),, = ¢, on a Vy(w) < n < Vg (w). En effet par
définition de m(n), on retourne ¢ fois en x avant I’indice n et le (£ + 1)—&me retour en x se fait
pour un indice k de la chaine tel que £ > n. On a donc les inégalités entre variables aléatoires

Vm(n) <n< Vm(n)+1 et donc

Vm(n) < n < Vm(n)+l _ Vm(n)+1 ) m(l’l) +1
mn) ~ mmn) mmn) mnr)+1  mn)

Lorsque n — +co, on voit alors que lim,,_,
annonceée.

Enfin, posons 7(x) = g (T 5 et vérifions que si E(T,) = +oo (i.e 1(x) = 0) pour un état x € E, alors
E,(T,) = +oo pour tout autre €tat y € E. En utilisant le résultat de convergence démontré ci-dessus
et le théoreme de convergence dominé, on a pour tous les états z € E,

= E,(T,) p.s ce qui conduit a la convergence

m(n)

n

: 1 ¢ "
lim E, (; > Lxm] = lim =} P2 =n(2). (1.1)
k=1

n—+0o
k=1

L’irréductibilité de la chalne guarantit I’existence de deux entiers r et s tels que P'(x,y) > 0 et
P*(y, x) > 0. Comme de plus pour tout entier k, P**"*5(x, x) > P"(x, y)P*(y,y)P*(y, x), on déduit de
(1.1) et de I’égalité n(x) = 0 que

n

1 < 1 < 1
B =) Txoul==) P,y < PRy, oo 0. 1.2
y[n; X >}) n; O,y P )P0 ) & (X, %) =yt (1.2)
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Comme on a aussi lim,,_, % Dk Pk(y,y) = m(y) p.s., on a nécessairement (y) = 0 ou encore
E,(Ty) = +oo ce qui achéve la démonstration.O

Définition 5 Soir P une matrice de transition sur E. Une probabilité nt sur E est dite invariante si
nP =nm.

Remarques

1. La notion de probabilité invariante est liée a la notion de stationnarité. On pourra remarquer
que si la loi initiale 4 = 7 est une probabilité invariante, alors uP" = u, autrement dit la loi
de X,, est indépendante de n. A titre d’exercice, on vérifiera que pour tous entiers n, k, la loi
du vecteur (X, ..., X,x) est aussi la loi du vecteur (X, ..., X;). On dit que la suite (X)),
est stationnaire.

2. Une mesure 7 sur E qui vérifie I’équation 7P = 7 n’est pas unique puisque An vérifie encore
cette égalité pour tout réel A. De plus si ) . m(x) < +oco (automatique si E est fini), il est

toujours possible de considérer une probabilité invariante : m
X€E

Corollaire 1 Une chaine (irréductible) transiente ou récurrente nulle n’admet pas de probabilité

invariante. Une chaine récurrente positive admet une unique probabilité invariante n sur E donnée
1

par n(x) = BT

Remarques

1. Lorsque E est fini, les résultats se simplifient considérablement. En effet, dans ce cas, la
limite (que nous noterons m(x)) de la Proposition 5 ne peut étre nulle pour tous les x € E.
Il existe donc au moins un état x € E tel que n(x) > 0. Mais cela signifie que la chaine
est récurrente positive (d’apres la Proposition 5, la récurrence nulle et la transience corre-
pondent a une limite identiquement nulle). On retiendra donc que toute chaine de Markov
irréductible sur un espace d’état fini est récurrente positive.

2. Lorsque E est infini, on peut déduire du Corollaire 1 un critere de récurrence positive pour
les chaines irréductibles. Une chaine irréductible est récurrente positive si et seulement si
I’équation 7P = & a une solution qui soit une probabilité.

Preuve du Corollaire 1. Remarquons tout d’abord que la convergence obtenue dans la Proposi-
tion 5 ainsi que le théoréme de convergence dominée assure que

1

1 & N 5 ~
Z;MXk—x)—ZZuP () nessen 7) = g,

k=

pour toute loi initiale u et tout état x € E. En particulier, pour tous états x,y € E,

1 n
= 3 PR 2) S0 ().
n

k=1
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1. Considérons le cas d’une chaine transiente ou récurrente nulle. Supposons qu’il existe une
probabilité invariante u et que la loi de X, soit égale a u. En utilisant la remarque ci-dessus,
on a pour tout x € £,

1< 1<
E[Z kz_; ]1Xk:x) =~ ; P (X = X) =poste0 0.

Mais u étant invariante, on a P (X; = x) = u(x) et on obtientrait u(x) = 0 pour tout x, ce qui
est impossible pour une probabilité.

2. Supposons maintenant la chaine récurrente positive. Si u est une probabilité invariante alors,
en utilisant les mémes arguments que dans le point précédent, on montre que nécessairement
u = m. La probabilité invariante est donc unique si elle existe. Reste a montrer que 7 est bien
une probabilité invariante (pour I’instant, on sait juste que nr(x) € [0, 1]). Nous commencons
par montrer que ).z 7(x) < 1. On a, en utilisant la Proposition 5 ainsi que le lemme de
Fatou,

1
Z m(x) = lim — Z 1Pk (x)
n—+co N
xeE xeE k=1
1 n
< liminf Y = 3" uPA(x)
e xeE n k=1

1]
i)
+ -
05
S | =
M
M
=
XaJ

En utilisant les mémes arguments, nous avons aussi

1Y
D APy = Y POuy) lim = > B(X = %)
xeE x€E noren k=1
- RS
< lhlll J}gf ; P(x,y) - p kz; UP"(x)

n—+oo N

1 n
= liminf ~ " uP*!(y)
k=1
= n(y).

On en déduit que pour tout y € E, nP(y) < n(y). De plus, comme

PRLOEDIE!

yeE yeE
et Xy M(y) < +oo, on en déduit que 7P(y) = m(y) pour tout y € E. Il reste a vérifier que 7
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est une probabilité. On a pour tout n > 1,
l i PF

P (x)
s

> Jr(y)% ; Py, ).

yEE

m(x)

Sin — 400, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée et on obtient

n(x) = ) 7)),

yeEE

Ceci montre que Y. m(y) = 1 et la probabilité 7 est bien 1’unique probabilité invariante de
la chaine.OO

1.2.2 Exemple : les chaines de naissance et de mort

On considere la chaine de Markov a espace d’états E = N et dont la matrice de transition P est
donnée par

Pn,n+1)=p,, Pnn-1)=gq,l,m0, Pn,n)=r,=1-p,—q,

On peut voir cette chaine comme une modélisation simplifiée du nombre de personnes présentes
dans une file d’attente ou du nombre de personnes connectées a une serveur au cours du temps
(discrétisé). Des modeles plus réalistes (a temps continu) seront présentées dans le chapitre sur les
files d’attentes mais les résultats pour cet exemple discret seront trés utiles pour la suite.

Lorsque p,, g,+1 > 0 pour tout n € N (condition supposée par la suite), il est immédiat de vérifier
que la chaine est irréductible. Concernant les propriétés de récurrence de la chaine, nous avons la
proposition suivante.

Proposition 6 La chaine est récurrente si et seulement si Y2y, = +oo avec vy, = % La
chaine est récurrente positive si et seulement si s = Y, o] % < +oo. Dans ce dernier cas,
[’unique probabilité invariante n est donnée par
1 Do Pn-i
m(n) = 1,0+ Ts
s+ 44

On pourra vérifier que la condition s < +oo entraine bien la condition Y, ] v, = +co. Dans le cas
ou p, = p,q, = q, alors la chaine est récurrente si et seulement si p < g et récurrente positive si et
seulement si p < q.
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Ficure 1.2 — Simulation de trajectoires de la chaine de naissance et de mort lorsque p, = 1 — g, =
O.4,pn:1—qn:0.setpn: 1—qn:06

Preuve de la Proposition 6.

1. Il est en fait plus facile de commencer par trouver la condition de récurrence positive. Il suffit
pour cela de résoudre I’équation 7P = & et de regarder s’il existe une probabilité x solution.
On obtient alors le systeme d’équations suivant.

m(0)rog + m(1)g, = 7(0)
a(m)yr, +n(n+ 1)g, +7(n— D)p,.y =n(n), n=>1
On trouve alors que
n + n n—
a7 = 20), xn+ 1) =TIy P -1, .
q1 n+1 qn+1

Par récurrence, on pourra vérifier que

rn) = n(O 2L,

1°""Yn

n>1.

Il existe alors une probabilité invariante si et seulement si s < +oo. En utilisant I’égalité
sm(0) = 1 — m(0), on voit que cette (unique) probabilité est bien de la forme annoncée.

2. Larécurrence est plus délicate a étudier. Nous allons chercher une condition qui assure que
Py (Ty < +00) = 1, ou T est le temps de retour en 0. Mais
P() (T() < +00) = Po (TO < +OO,X1 = O) + PO (TO < +OO,X1 = 1)

= P()(Xl = O) +P(T() < +OO|X1 = I,Xo = O) P(Xl = 1|X0 = O)

= 19+ P, (To < +00)p0.
Dans la derniere égalité, nous avons utilisé la propriété de Markov simple. On voit alors que
Py (Ty < +00) = 1 si et seulement si Py (T < +o0) = 1. Remarquons que P; (Ty < +c0) =
P, (19 < +00) ou pour entier m, 7,, = inf{k >0 : X, = m} désigne le temps d’atteinte de
I’état m (’utilisation du temps d’atteinte sera plus commode dans ce qui suit). L’idée est
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alors d’évaluer u,(n) = P, (19 < 1) pour 0 < n < b et de faire tendre b vers I’infini. On

sait déja que u,(0) = 1 et u,(b) = 0. En utilisant les propriétés des lois conditionnelles et la
propriété de Markov simple, nous avons si 0 < n < b,

Pl (to < 1pl X1 =+ 1) + 1P, (70 < 7lX0 = 1) + q,Py (1o < X1 =n = 1)
Puttp(n + 1) + ryup(n) + guup(n — 1).
Posons v,(n) = uy(n) — uy(n — 1) pour 1 < n < b. Les relations précédentes deviennent alors

up(n)

b

vp(n+1)= @vb(n), b-1>n2>1, vp(J) = up(b) — up(0) = —1.
Dn —
j=1
On en déduit que si 2 < n < b, vy(n) = y,-1v,(1) puis que v,(1) = ﬁ Il vient alors
=17
b b-1
Zj:n 7/!
up(n) = — vp(J) = DI
j;I L+ 2517
On voit alors que lim,_,, up(n) = 1 si et seulement si »,.; 7y, est divergente. Comme

limy_ o0 p(n) = P, (19 < +00) = P, (Tp < +00) si n > 1, la condition ).y, = +0oo est
bien une condition nécessaire et suffisante de récurrence pour cette chaine.O

Exercice 4
On considere maintenant la chaine de naissance et de mort mais lorsque £ = {0, 1,...,N}. Il
suffit de poser p, = r, = 0 pout tout entier n > N dans la définition de la chaine initiale.

1. Que peut-on dire de cette nouvelle chaine ?
2. Quelle est sa probabilité invariante ?

1.3 Chaines de Markov absorbantes

1.3.1 Quelques résultats

Définition 6 Un état x est dit absorbant si P(x, x) = 1. Une chaine est dite absorbante si pour tout
état, un état absorbant est atteignable depuis cet état.

Formalisons un peu. Si E = {1,...,k} et 1,2,...,m sont les états absorbants, alors on a P =
(1{1 ;),), avec I matrice identité de taille m. On peut alors vérifier par récurrence que
o In 0
“\d+T+---+THA T
Proposition 7 La matrice I — T est inversible, d’inverse F =1+ T + T? + ---. On a alors

F(@, j) =Ei[2 11X,,_,-], Lj>m+1.

n>0

De plus, lezm +1 F(, j) est le nombre moyen de pas avant absorption, lorsque [’état initial est i.
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Preuve. Pour montrer que 7 est inversible, nous allons montrer que

li_)m T" =0. (1.3)
Supposons d’abord (1.3). Dans ce cas, I — T est injective puisque (I — T)x = 0 entraine Tx = x
et donc 7"x = x et donc x = 0 en faisant tendre n vers I'infini. En notant F = (I — T)~!, I’égalité
U-TYI+T+---+T")y=1-T""entraine [+ T +---+T" = F(I - T"*"), série qui converge donc
vers F. De plus si i et j sont non absorbants (donc > m + 1), on a P(i, j) = T(i, j) et entre deux
états non absorbants, on ne peut avoir que des états non absorbants ; ceci entraine donc 7"(i, j) =
P'(i, j) = E; (]1 X,= j) pour tout entier n. La formule donnée pour F(i, j) est donc claire. Enfin on a

k
Z F(, ) =E (Z ]an2;n+lJ s

j=m+1 n>0

qui représente le temps moyen écoulé avant le premier état absorbant. Il reste a prouver (1.3). Pour
cela, on introduit
T=inf{n>0:1<X, <m},

le temps d’atteinte de I’ensemble des points absorbants. Sii > m+1, il existe 1 < £ < m et un entier
n tel que P"(i,€) > O (traduction de la définition de la chaine absorbante). Notons #; le plus petit
de ces enties n. On a donc p; = P;(X,, > m+ 1) < 1. Notons aussi que p; = P; (r > 1;). Ensuite, on
observe que

P;(r>({+ Dt

Pi(Xl >m+ 1,...,X(g+1)[i >m+ 1)

= Pi(Xe, 2m+ 1, Xy, 2m+ 1)
k

= Z Pi (Xer, = Jo Xesy, 2m+1)

Jj=m+1
k

= Z P (Xs1y, 2 m+ 1|Xe, = j)Pi (Xer, = J)

Jj=m+1

k
= > Bi(X, zm+ )P(Xy, = j)

Jj=m+1
< pPi(Xy, 2m+1)
= pPi(r> 1),

ol p est le plus grand des p;. On obtient P; ( > €1;) < p‘ et comme p < 1, P(r = +00) = 0si £ —
+00. Comme T"(i, j) = Pi(X, = j) < P;(t >n)pourm+1 < i, j < k,onabien lim,_,,., T"(i, j) = 0,
ce qui prouve (1.3). La preuve est complete.O0

1.3.2 Exemple : le modele de Wright-Fisher

On reprend le modele de Wright-Fisher introduit au début de ce chapitre. On dispose d’une
chaine de Markov (X),),y a valeurs dans {0, 1,. .., N} telle que la loi conditionnelle de X,,,1|X,, = i
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soit une loi binomiale de parametres N et ﬁ La chaine est absorbante et le temps
T=inf{k>0:X;, € {0,N}}

est fini p.s d’apres la preuve de la proposition précédente (pour tout point de départ). Nous allons
montrer que P; (X; = N) = ﬁ Ceci signifie que la diversité génétique disparait selon ce modele
simplifié puisque un des deux alleles prend le dessus sur I’autre. Des extensions de ce modele
prennant en compte les problemes de mutations et qui préservent une certaine diversité ont aussi
été étudiés (on pourra consulter le Chapitre 7 de [1]).

Comme 7 est fini p.s, on a lim, ;. X,, = X; p.s (une fois arrivé en 0 ou N, la chaine y reste). Le
théoréme de convergence dominé assure que

E; (X,) = lim E;(X,). (1.4)
n—+00
Comme la loi conditionnelle de X,, sachant X,,_;,..., X, est N X )% = X,-1 (moyenne d’une loi

binomiale). Donc E; (X,,) = E;(X,-;) pour tout n, ce qui donne E;(X,) = E;(X;) = i. Comme
E; (X;) = NP;(X; = N), on déduit de (1.4) que P; (X; = N) = ﬁ ce qui montre le résultat annoncé.
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Ficure 1.3 — 5 trajectoires de la chaine

de Wright-Fisher lorsque Xy = Set N = Ficure 1.4 — Distribution de probabilité
10. Dans ce cas, I’allele A I’emporte sur de 7 lorsque Xy = 5 et N = 10.

I’allele B avec probabilité %

1.4 Théoremes limites et application a la statistique des chaines
de Markov

1.4.1 Le théoréme ergodique

Le théoreme ergodique pour les chaines de Markov est I’analogue de la loi forte des grands
nombres pour les variables indépendantes et identiquement distribuées. Nous nous limiterons au
cas E fini pour la preuve.

Théoreme 1 Soient X une chaine de Markov irréductible et récurrente positive sur E et © son
unique probabilité invariante. Alors si f : E — R vérifie flfldﬂ = e | fOIm(x) < +00, on a

1 n
lim p Zf(Xk) = ffdﬂp.s.
=1

Preuve. Lorsque I’espace d’état E est fini, on peut prouver ce théoréme par une simple applica-
tion de la Proposition 5. En effet, on a

%Z;f(Xk) = Zf(X) : % kz: Lix=x)

xeE

qui est une somme finie de variables aléatoires convergentes p.s et on obtient bien la limite annon-
cée. Lorsque E est infini, il est plus délicat d’utiliser cet argument car la somme sur les états x est
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infinie et il n’est plus possible d’intervertir limite et somme sans autre hypothese. Nous admettrons
le résultat. O
Le résultat de I’exercice suivant sera fondamental pour la suite.

Exercice 5
Soit (X, ).en une chaine de Markov, irréductible, récurrente positive, de transition P et de pro-
babilité invariante . Pour un entier m > 1, on pose Z; = (Xi, Xit15 - - - » Xkam)s kK € N.

1. Montrer que la chaine de Markov (Z,),«y est irréductible sur I’ensemble
F = {(xl,xz,...,me) e E™ P(x;,xi01)>0,1<i < m}

2. Déterminer la matrice de transition Q de Z.

3. Montrer que cette chaine admet une unique probabilité invariante v définie par
+1
V(xlv-xz""’xm+1) :ﬂ.(xl)P(xl’XZ).”P(xm7xm+l)’ (xla""xm+1)€Em .
Le corollaire suivant sera utile pour la suite.

Corollaire 2 Soit v la mesure sur E™" définie a I’exercice précédent. Si g : E™' — R est une
fonction positive ou telle que flgIdv < +o0, alors

lim — Zg(Xk,Xk+1,...,Xk+m):fgdv, p.s.

n—+co 11

1.4.2 Convergence vers la loi stationnaire

Moyennant I’utilisation du théoréeme de convergence dominée, nous avons vu que la Pro-

position 5 assure que pour toute chaine de Markov irréductible et récurrente positive, la suite
(uP"(x)),ey converge en moyenne de Cesaro vers m(x) (c’est a dire que lim,_,, M =
n(x)). Mais que dire de la convergence de uP"(x) = P (X, = x) au sens usuel ? En fait une autre
hypothese est nécessaire pour guarantir cette convergence. Il faut éviter 1’existence d’une décom-
position de I’espace d’état E en une partition a d sous-ensembles Cy, ..., C, telle que
P (X, € Ci|Xp € Ci-1) = 1 (en convenant que Cy = C,). Dans ce cas, la convergence de la loi de X,
vers la probabilité invariante est impossible. Lorsqu’une telle décomposition est impossible, on dit
que la chaine est apériodique. On peut alors montrer que pour toute chaine de Markov irréductible,
récurrente positive et apériodique, on a lim,_,,. P (X, = x) = n(x) et que la convergence se fait a
vitesse exponentielle si E est fini.
L’utilisation de la convergence de la loi marginale de la chaine de Markov vers sa probabilité
invariante est particulierement importante pour les problemes de simulation (e.g algorithme de
Metropolis-Hastings, échantillonneur de Gibbs). Ces aspects ne seront pas nécessaires pour ce
cours. Notons seulement qu’une chaine de transition P pour laquelle il existe un état x € E tel que
P(x, x) > 0 est forcément apériodique et lorsque E est fini la loi de X,, converge vers la probabi-
lité invariante a vitesse exponentielle, ce qui minimisera le role de la loi initiale de la chaine (les
séquences ADN que nous consideérerons dans la section 1.5 rentreront dans ce cas de figure).
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1.4.3 Un théoreme limite centrale pour les chaines de Markov

Le TLC pour les chaines de Markov est plus délicat. Nous admettrons le résultat suivant.

Théoreme 2 Soit X une chaine de Markov irréductible, récurrente positive et de probabilité inva-
riante n. Soit également f : E — R une fonction de carré intégrable par rapport a m, i.e

ff dr =" f(0)'m(x) < +oo,

xeE

et telle que f fdn = 0. Alors il existe, a une constante additive pres, une unique fonction g telle
que flgldﬂ < +oo et g — Pg = f. De plus, pour toute loi intiale u, on a

Zf(xk)LﬁlN (0.0%).

o’ = ngdﬂ'—f(Pg)zdﬂ'.

1. Contrairement au cas des variables aléatoires 1.1.d, ce TLC est plus difficile a utiliser puisque
la variance asymptotique o> dépend d’une fonction g vérifiant (I — P)g = f (équation de
Poisson). I est en général difficile de trouver g explicitement et de calculer 0.

ou

Remarques

2. Remarquons que pour toute fonction g : £ — R telle que f lgl*dm < +oo pour un entier
donnée k > 1, on a aussi f |Pgl*dn < +co. En effet, I’inégalité de Jensen assure que |Pg[f <
P|g|f et de plus, Iinvariance de 7 assure que

f Plgldr = > P, »)lg0)n(x) = f gl dr.

x,yeE

3. Lorsque E est fini, toutes les conditions d’intégrabilité qui apparaissent dans 1’énoncé du
Théoreme 2 sont superflues puisque toute fonction f : E — R est bornée.

4. Sous les hypotheses du théoréeme précédent, nous avons

Zn: S (X
=1

n

> a0 - Pe(Xy)]

k=1

n n

D8 - PeXin)] + D [Pe(Xic1) — Pg(Xy)]
k=1 k=1

[8(Xi) — Pg(Xi-D)] + Pg(Xo) — Pg(Xy).

k=1

S |l
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En posant 7 = 0 (X, ..., Xi) pour tout k € N, la suite (M,,),«y définie par M, = 0 et
M, = [s(X0) - PgXin)]. n21,
k=1

est une martingale (notion non abordée dans ce cours), c’est a dire que E (M,|F,-1) = M,,_;.
A titre d’exercie, on pourra le vérifier en montrant que E (h(X})|%x-1) = Ph (X;—1) pour toute
fonction £ qui satisfait une condition d’intégrabilité appropriée et justifier aussi que M, est
une somme de variables aléatoires décorrélées deux a deux. On pourra aussi en déduire que
lorsque la loi initiale est la probabilité stationnaire 7, on a

M,
E(M,) =0, Var (—) =7,
Vi
ce qui explique la moyenne et la variance de la loi gaussienne limite dans le Théoreme 2. 11
est alors possible de montrer que % Yier f(Xp) ala méme loi asymptotique % (qui existe
bien en utilisant des résultats pour les martingales).

5. En gardant les notations de la remarque précédente, il faut noter que si Pf = 0 alors (I —
P)f = f etil faut prendre g = f dans le Théoreme 2. Dans ce cas, c’est directement M,, =
>i_; f(Xp) qui est une martingale. Dans ce cas la variance asymptotique o est plus explicite.
Cette dernicre remarque est a la base du prochain corollaire.

Le résultat suivant est un corollaire presque immédiat du TLC précédent. Il concerne la chaine
de Markov construite a partir de deux variables successives d’une chaine de Markov sur E (voir
Exercice 5). Ce résultat permettra de montrer la normalité asymptotique de 1’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de la matrice de transition P. Introduisons d’abord la notation suivante. Si
h: EXE — R est telle que pour tout x € E, },cp P(x, y)lh(x,y)| < +00, on définit la fonction
Ph: E — R par

Ph(x) = Z P(x,)h(x,y), xe€E.

yeE

Corollaire 3 Soient X une chaine de Markov irréductible, récurrente positive, de matrice de tran-
sition P et h : E X E — R une fonction telle que

f P(hz) dr = Z m(x)P(x, y)h*(x,y) < +c0, (1.5)

x,yeE

ou r désigne l’'unique probabilité invariante de X. Alors, on a la convergence en loi

1 < Loi
7 ; [h (X1, X0 — Ph (X))l 55 N (0,0),

o’ = f P(h*)dn — f (Ph)* dr.

25

avec



Preuve du Corollaire 3. Pour k € N, posons Z; = (Xi, Xi+1)- On rappelle que la suite Z est
une chaine de Markov irréductible, récurrente positive, que sa transition Q : E?x E* - [0,1] est
donnée par
0 ((x,y), (u,v)) = 1=, P(y,v)

et que son unique mesure invariante est la mesure v définie sur E X E par v(x,y) = n(x)P(x,y).
On pourra vérifier que Qh(x,y) = Ph(y) et Q((u4,v) — Ph(u))(x,y) = Ph(y), ce qui entraine que
O((x,y) = h(x,y) — Ph(x)) = 0. D’apres la derniere remarque qui précede ce corollaire, on a bien
la normalité asymptotique annoncée avec

o = f (h(x,y) — Ph(x))* dv
= ) 7(®P(x,y) (h(x,y) - Ph(x))’

x,yeE

- f P(hz) dr + f (Ph)dr — 2 f (Ph)dn
_ f P(hz)dyr— f (Ph)’dn.0

Donnons enfin I’analogue multivarié du corollaire précédent.

Corollaire 4 Conservons les notations et les hypotheses du Corollaire 3, mais en supposant main-
tenant que h = (hy, . .., hy)' est une fonction définie sur E*, & valeurs dans R? et telle que fP (hlz) dm <
+oo pouri=1,...,d. En notant Ph la fonction a valeurs vectorielles (Phy, ..., Phy)’, nous avons,
lorsque n — +oo,

1 < Loi
— > (X, X) = PR(Xi)] 5 Na(0,3),
Vi 5
oul Z,‘,]‘ = fP(h,‘]’lj)dﬂ'— fth . Phjdﬂ.

Preuve du Corollaire 4. Pour A € RY, soit h, = Zf:  Aih; = A’h. Alors, d’apres le Corollaire 3,
on a, lorsque n — 4o,

1
v

2 = f P(n3)dn - f (Phy)* dn

/l’-fP(hh’)dn-/l—/l’-fPhPh’dn-/l
= I

" Loi
Z [ha Xi—1, Xi) — Phy (Xi-))] = N (0, O'i)
)

avec

On en déduit facilement le résultat en utilisant la caractérisation de la convergence en loi a 1’aide
des fonctions caractéristiques.O
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1.4.4 Estimation de la matrice de transition par la méthode du maximum
de vraisemblance

On supposera ici que E est fini et que la chalne est récurrente irréductible. Supposons que
I’on dispose d’une réalisation du vecteur aléatoire (Xi,...,X,). Pour tout (x,y) € E?, nous no-
terons N,(x,y) = Y| Lixi=xxi=y €t No(x) = i) Lix=y. Le théoreme ergodique assure que
lim,, 10 ”j;%;’) = P(x,y) p.s.

Remarquornls que comme m(x) > 0, le théoréme ergodique assure que pour presque tout w, il existe

un entier no(w) tel que N,(x), > 0 pour tout n > ny(w). Donc le ratio W est bien défini (p.s)
lorsque n est assez grand. Par convention, on peut poser % =01 Ny(x), = 0.

Nn(x,y))
Nu() J(x,y)eE?
du maximum de vraisemblance de la matrice de transition P. La vraisemblance que nous allons

considérer est la vraisemblance conditionnelle a la premiere observation. On a

Nous allons vérifier que I’estimateur ( correspond a quelque chose pres a I’estimateur

P(Xa = x,..., Xy = x,|X1 = x1) = P(x1, x2)P(x2, x3) * - - P(X-1, X)),
ce qui amene a définir la vraisemblance

L(Xy,....X;; P) = n P(x, y)Ne,

(x,y)€E?

En utilisant la convention 0 X In(0) = 0, la log-vraisemblance s’écrit

L1 X P) = )0 Na, ) In(P(x, )

x€E yeE

II suffit alors de maximiser a x fixé. Nous utiliserons la notation N, (x+) = 2?2—11 Ty,
— Remarquons que si N,(x+), = 0, alors pour tout y € E, N,(x,y), = 0 et n’importe quel
choix de la probabilité€ (P(x, y)),cr conduit a un maximum. Toutefois ce cas disparait lorsque
n est suffisamment grand.
— Si maintenant N, (x+), > 0. Alors le Lemme 2 énoncé ci-dessous assure que

No(x o (Plx.y) < No(x, Vo (Nn(x, y)w) -
S Na(xt)o S N4\ Nalxt)o

On en déduit que I’estimateur du maximum de vraisemblance est donné par

_ Ny(x,y)

= , e E.
NG+

P(x,y)

Lemme 2 Soient (py),ck et (qy)yer deux probabilités sur E. Alors

D ayin(p) < > gyIn(q,)

yeE yeE

et I’égalité a lieu si et seulement si p = q.
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Preuve du Lemme 2. Nous allons utiliser 1’inégualité In(x) < x — 1 qui est valable pour tout
x > 0, inégalité qui est stricte si et seulement si x # 1. Soity € E tel que g, > 0. Alors

p Py
gy (In(py) - In(gy)) = g 1H(—y) < qy (—y - ) S Py~ 4y
dy dy

Remarquons aussi que I’inégalité précédente reste valable si g, = 0 et qu’elle est stricte uniquement
si py # q,. On obtient alors le résultat en sommant sur y.0

La proposition suivante donne les propriétés asymptotiques de 1’estimateur du maximum de
vraisemblance P de P.

Proposition 8 Soit X une chaine de Markov sur un ensemble E fini, irréductible (donc récurrente
positive), de transition P et de mesure invariante n. Alors P est un estimateur fortement consistant

de P. De plus, le vecteur (\/ﬁ [% — P(x, y)])( g2 Converge en loi lorsque n — +oo vers un
n X,y

vecteur gaussien (Zx y) - centré et tel que
>/ x,y€

1 ;o
Cov(Zyy. Zoy) = Py [y = P3| L

On pourra remarquer 1’indépendance asymptotique entre P(x, y) et P(x’,y’) lorsque x # x'.

Preuve de la Proposition 8. Nous allons appliquer le Corollaire 4. Pour tout (x,y) € E?, soit
hyy : E? — R la fonction définie par hyy(u,v) = 1,—yy—, pour (u,v) € R2. Remarquons alors que
Nu(x,) = Yiop hey (X1, Xi) et que

Phyy(@) = " T myyms P, v) = P YT ey

veE
En posant
l n
Su(6,3) = —= >[Iy Kict, Xi) = Phyy (X 1)
=
on a
1 n
Suwy) = = [N,,<x, M=) PG, y)ﬂxk-lzx]
k=2

1
W [N,(x,y) = P(x,y)N,(x+)]

Ny(x+) N,(x,)
n X \n [ N,(x+) - Pl y)] '

En utilisant le théoreme ergodique, on a Nulxt) — 400 T(X) p.s. De plus, d’apres le Corollaire 4, la
godiq . p p p

suite (S ,,), converge en loi vers un vecteur gaussien de dimension |E|*, de moyenne 0 et de matrice
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de variance-covariance XV définie par

2(1) ((-x’ )’), (x,’ )”)) Z ﬂ(M)P(M, V)]lu:x,v:y]lu:x’,v:y’ - Z ”(X)P(x’ )’)P(X’, y’)]lu:x]lu:x’

u,veE uekE
TP, Y) Limw yoy — TP, )P, Y ) L
7(x) [P(x, y)Lyey — POx, )P, )] Liew.

Comme

N,(x,y) o
W[Nn(xﬂ - P(x, y)] = msn(x, s

la convergence en loi annoncée découle des propriétés de la convergence en loi (limite en loi d’une
fonction d’un vecteur aléatoire qui converge en loi et d’une matrice aléatoire qui converge en
probabilité vers une matrice déterministe).0

1.4.5 Construction d’un test d’adéquation.

Nous pouvons appliquer les calculs de convergence effectués précédemment pour tester 1’adé-
quation d’un échantillon a une chaine de Markov homogene de transition P donnée.

Théoreme 3 Pour une chaine de Markov irréductible sur un espace d’état E fini et de matrice de
transition P, la statistique

Tn =

3 o) - PNt
(x,y)€E2:P(x,y)>0 P()C, y)Nn ()C+)

converge en loi vers une loi du x* & k — |E| degrés de liberté o k désigne le nombre de paires (x,y)
telle que P(x,y) > 0. Par conséquent, si on rejette I’hypothese d’une transition égale a P lorsque
T,(w) > Xi—lEl(l — a) (quantile d’ordre 1 — a d’une loi du x* a k — |E| degrés de liberté), on obtient
un test convergent et de niveau asymptotique «.

Preuve du Théoréme 3. Dans la preuve de la Proposition 8, nous avons montré que la statistique
S, définie par

1
Sn(x’ y) = [Nn(x»y) - P(x’ y)Nn(x"')]
\n
converge en loi vers un vecteur gaussien centré et de covariance XV définie par
=0 (630, (¢, )) = 7P, ) [1ymy = PG Y)| Tie.

Par conséquent la statistique S ; définie par

. Su(x,y) 2
SHx,y) = ——L—, , A =i{(u, E*: P(u, 0t,
(o)) = e ()€ {a,v) e (u,v) > 0}
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converge en loi vers un vecteur gaussien centré et de covariance X* donnée par

=7 (), (¢ )) = [Lyey = VPGLY) VP )| Lie.
Il en est alors de méme de pour la statistique

S**(X,y) — [Nn(x9y) - P(x’y)Nn(x+)], (x’y) €A= {(I/t, V) e EZ . P(I/l, V) > 0},

" VP(x, )N (x+)

En considérant pour x € E, le vecteur gaussien Z, de dimension p, = }.,cg 1p(,)>0 de moyenne 0
et de covariance I', définie par

I.(,Y) =1,y — VP, ) VP(x,Y), ¥,y €A, ={z€E: P(x,z)> 0},

on en déduit que ||S **(x, y)||* converge en loi vers Y ..z [|IZ,||*. Les vecteurs aléatoires Z,, x € E sont
indépendants et correspondent a des projections de vecteurs aléatoires indexés par E sur I’ortho-

. , , . 2 . .
gonal du vecteur ( VP(x, y))yeAx qui est normé. On en déduit que pour tout x € E, ||Z,||* suit une loi

du y? a p,— 1 degrés de liberté et que Y, [|1Z|* suit une loi du x> a 3 .. p.—|E| degrés de liberté.
Ceci montre la loi asymptotique de 7),. L’application au test d’hypotheses est alors évidente.O

1.5 Application a la recherche des mots de fréquence excep-
tionnelle dans les séquences ADN

1.5.1 Objectifs et formalisation du probléme

Cette section est enticrement basée sur deux références données a la fin de ce chapitre. La
référence [3] donne une introduction aux problémes biologiques associés a la recherche de certains
mots sur les séquences ADN et décrit les différentes approches probabilistes pour détecter les
mots ayant une fréquence exceptionnelle. La référence [1], Chapitre 6, traite également de ces
problemes et donne quelques arguments mathématiques qui permettent de justifier les méthodes
utilisées. Nous renvoyons a ces deux références pour les simulations effectuées sur des jeux de
données réelles ainsi que pour des comparaisons numériques entre les différentes méthodes.

Un brin d’ADN peut étre vu comme une suite de nucléotides de 4 types (A pour adénine, C pour
cytosine, G pour guanine et 7 pour thymine). Les interactions entre I’ADN et son milieu passent
par la reconnaissance de sites spécifiques sur I’ADN par de nombreux agents. Par exemple, des
enzymes de restriction (endonucléases) sont capables de couper I’ADN a I’endroit ou apparait une
séquence (ou mot) bien précise (cet endroit est appelé site de restriction), ce qui permet a des bac-
téries de se protéger d’un virus en fractionnant son ADN. Mais ce mécanisme de défense peut se
retourner contre la bactérie elle-méme et on s’attend a ce que I’ADN de la bactérie ne dispose que
d’un tres petit nombre de ces sites de restriction.

Il existe aussi d’autres enzymes (exonucléases) qui dégradent I’ADN a partir d’une extrémité du
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brin. Cette dégradation s’arréte des que les enzymes rencontrent un motif particulier appelé Chi.
Dans le cas particulier de la bactérie Escerichia coli qui possede un génome circulaire, la présence
d’une extrémité libre d’ADN est anormale. Un exonucléase est alors chargé de dégrader le brin
jusqu’a la rencontre du mot ’"GCTGGTGG’, le brin pouvant alors étre recombiné avec un fragment
complémentaire. On s’attend ici a ce que le motif Chi apparaisse assez fréquemment sur I’ADN.
Plus généralement, isoler des mots exceptionnellement rares ou fréquents permet au biologiste de
rechercher de nouvelles fonctions biologiques d’intérét. Il revient alors au statisticien de définir
cette notion d’exceptionnalité qui sera toujours relative au modele considéré.

Introduisons quelques notations. La suite des nucléotides est supposée €tre la réalisation d’une sé-
quence (X, Xs, ..., X,) de variables aléatoires a valeurs dans I’alphabet E = {A, C, G, T}. Les tests
d’indépendance rejettent habituellement 1’hypothese d’indépendance pour les variables aléatoires
qui modelisent la séquence : les nucléotides ne semblent donc pas agencés de fagon aléatoire.
De plus, lorsqu’on utilise un sens de lecture pour la séquence (habituellement le sens de la ré-
plication), il apparait que la probabilité de trouver un nucléotide donné a une position i dépend
du nucléotide a la position i — 1, d’ou I'utilisation fréquente des chaines de Markov. Toutes les
transitions P(x,y) semblent strictement positives et la chaine est donc supposée irréductible (donc
récurrente positive) et apériodique (ce qui justifie I’utilisation de la mesure invariante 7 pour loi
initiale). Cependant la notion de modele est a interpréter différemment ici. Il est illusoire de pen-
ser qu’une chaine de Markov modélise correctement la séquence et la chaine est plutdt utilisée
ici comme un modele de référence qui permet de détecter des phénomenes atypiques sur la sé-
quence. Un mot w = wyw,---w; de longeur k est une séquence de k lettres. Pour i > 1, soit
Yiw) = Lix=w,... Xiui =we)- S0it alors N, (w) = Z;’;{‘” Y; le nombre d’ocurrences du mot w le long de
la séquence. Pour détecter des mots w exceptionnellement rares ou fréquents par rapport au modele
que I’on s’est donné (ici un modele de chaine de Markov), I’idée est d’évaluer des "p—valeurs" du
type p.(w) = P(N,,(w) > Nn(w)"bs) oll N,(w)°** désigne le nombre d’occurences du mot w sur la
séquence observée. Si p,(w) est élevé (resp. faible), on dira que le mot est exceptionnellement rare
(resp. fréquent). Dire que p,(w) est élevé (resp. faible) signifie qu’il est tres probable (resp. peu
probable) d’observer un nombe d’occurences plus €élévé sous le modele considéré. Nous ferons
I’abus de notation suivant. Le nombre m(w) désignera la valeur en w de la mesure invariante pour
la chaine vectorielle Z, = (X,,, X,,41, - .., Xux—1) €t ce quelle que soit la longueur £ du mot w. On a
ainsi d’apres I’Exercice 5, m(w) = w(w)P(wy, wy) - - - P(Wi_1, Wy).

Ci-dessous, nous décrivons trois approches pour détecter des mots exceptionnels. Seule la méthode
basée sur la loi exacte du nombre d’occurences sera justifiée, les développements techniques né-
cessaires a une présentation rigoureuse des deux autres méthodes dépassent le cadre de ce cours.
Les simulations et estimations faites dans [3] semblent montrer que la méthode utilisant 1’ approxi-
mation gaussienne (resp. poissonienne) est plutdt indiquée pour les mots de fréquence importante
(resp. tres faible) mais que les trois méthodes classent les p—valeurs des différents mots w dans
le méme ordre. Il existe aussi des modeles de Markov a I’ordre m (voir Exercice 2) qui s’ajustent
mieux aux séquences ADN et auxquels les trois méthodes décrites ci-dessous peuvent étre adap-
tées.
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1.5.2 Loi exacte du nombre d’occurences

Il est possible d’obtenir des formules pour la loi du nombre d’occurences N,(w). Pour cela,
nous supposerons que la loi initiale correspond a la probabilité invariante. La suite (X)), €St
donc une chaine de Markov stationnaire. Soit T4, 7>, ... les positions successives du mot w (ou de
facon équivalente les temps de retour successifs de la chaine stationnaire (Y;); au point w). On a
alors {N,(w) > j} = {Tj <n-k+ 1} et donc en posant p(t, j) = IP’(TJ- = t), il vient

n—k+1 n—k+1

PN, =)= > pt,p= > plt,j+1). (1.6)

=1 =1

— Commencons par déterminer une formule de récurrence pour p(¢, 1). Remarquons d’abord
que

pt, 1) =P (w) =Yo(w)=---=Y1(w) =0,Y,(w) = 1).

Par la formule des probabilité totales puis la propriété de Markov, on a
na(w) = PX,(w)=1)

==Y (w) =0,Y,(w) = L,Y,(w) =1+ p,1)

Il
g
5~/
=
S
I

t—1

p(t, 1) + Zp(s, DP (Y (w) = 1|Y;(w) = 1). (1.7)
s=1

On initialise avec p(1, 1) = n(w).

— Regardons ensuite p(z, j) pour j > 2. Dire que w est observé en ¢ signifie que soit w apparait
en t pour la i—ieme fois (i < j), soit que w apparait en ¢ et w est apparu pour la j—ieme fois
avant ¢. Par la formule des probabilités totales puis la propriété de Markov, on a

nw) = P(w)=1)

EP(T,- =1+ iP(Tj =5, Y,(w) = 1)
i=1 s=1

J t—1
D i)+ > pls, P (Yiw) = 1[Y,(w) = 1). (1.8)

i=1 s=1
— Il reste a calculer P (Y;(w) = 1|Yy(w) = 1) pour t > s. On a P(Y;(w) = 1) = m(w). Ensuite
examinons P (Y;(w) = 1, Y 4(w) = 1) lorsque d < k. Cette derniere probabilité vaut O sauf
s’1l existe un chevauchement de k — d lettres (c’est a dire que les k — d premieres lettres de

w correspondent aux k — d dernieres, donc w1 = Wi, Wy = Wa, ..., Wi = Wi_g). On a dans
ce cas
{Ys(w) = 1, Yyra(w)}
= {Xs=wi, o, X1 = Wi Xora = Wis oo, Xt = Wieds Xk = Wicants - - > Xordrko1 = Wi}
= {Xs=wi, o Xoer = Wio Xovd = Wasnts - Kokt = Wi, Xk = Wicants - -5 Xrarko1 = Wil
= {(Xy=wi oo, Xoko1 = Wi = Wiea, Xk = Wicdats -+ o> Xgrdak-1 = Wi}
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On a donc

k
PY,w) = 1, Yoaw) = D =nw) [ | P(wjorwy).

Jj=k—d+1
Si maintenant, d > k, on a
PYsw)=1Y,aw)=1) = PX;=wi,..., X1 = Wi, Xsoa = Wi, oo, Xgragin1 = Wi)
= aW)P (wi, wi) P (Wi, wo) -+ P (Wi_y, wy)
2
= P (o, wy) 7w) .
_ n(wy)
Nous en déduisons la formule
n(w) :
P(Y,(w) = 1|]Ys(w) = 1) = 1,_ ot P75 (Wi, wy) W+1t—s<k8k—t+s(w) l_[ P(Wj-l,wj),

j=k—t+s+1

(1.9)

ol g,(w) vaut 1 si w admet un chevauchement de ¢ lettres et O sinon.

On voit alors que la loi de N,(w) peut s’obtenir a partir des relations (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9).
Toutefois le calcul numérique de cette loi obtenue de facon récursive est assez long si la séquence
ADN est longue. De plus, en pratique, il faut remplacer la loi invariante et les transitions par les
valeurs estimées dans les équations récursives précédentes. L’ accumulation d’erreur peut conduire
a une instabilité.

1.5.3 Utilisation de ’approximation gaussienne

Lutilisation de I’approximation gaussienne permet de calculer les p—valeurs de facon appro-
chée. D’apres le Théoreme 2, on sait que

1 Nw)
Va\n—-k+1
mais m(w) doit étre remplacée par un estimateur. Evidemment, on ne prendra pas % mais

plutdt un estimateur qui utilise I’expression de m en fonction de la matrice transition m(w) =
7 (wy) P(wi,wy) - -+ P(wi_1, wy). On utilisera

Ny (Wi+) Ny (Wiwa) - - Ny (Wim1, wi)
n=1  Nywit)- Ny (Wi +)

ousiac€ E, Ny,(a+) = N, (aA) + N, (aC) + N, (aG) + N, (aT). En posant
U = ( N,(w) N, (wi+) N, Wiz1+) N, (wiwy) N, (Wk—lwk))’

- n(w)) — oo N(O, 0'2),

(w) =

n-k+1 n-1""7T n-1 " n-1 "7 n—1

on sait d’aprés le Corollaire 4 que vn (U, —E(U,)) est asymptotiquement gaussien. De plus il
existe une fonction F, différentiable au point E (U,), telle que F (E (U,)) = 0 et

Naw)
m—ﬂ'(W)—F(Un).
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En utilisant un résultat connu sous le nom de §—méthode, on peut alors montrer que nF (U,)
est aussi asymptotiquement gaussien. Mais c’est le calcul de la variance asymptotique qui pose
probleme. Cette variance asymptotique posseéde une expression compliquée due a la dépendance
entre les variables et aux chevauchements possibles du mot w. Nous admettrons le résultat suivant
(une preuve est donnée dans I’article [2] donné en référence).

Nu(w)
n—k+1

Théoréme 4 La statistique S, = \n (
de moyenne 0 et de variance

- E(w)) converge en loi vers une variable gaussienne

S
Il

k=2
2 a(w) +2 Z E—agW)m (w(d)w)
d=1

+

) n, (w—)>* n,w)?  2n,, (w=) -1
0| 2, ) A a0 x|

yeE v,2€E

avec

(d)

W— =W wy-+ - Wr_q, WW = Wy WgWp s s Wy

et n,(v) désigne le nombre d’occurences du mot u dans le mot v.

En remplacant la mesure invariante 7 par un estimateur, on obtient un estimateur 6 de o et Z, = f—r

converge vers une N(0, 1). Au lieu dévaluer, P (N,,(w) > Nn(w)"bs), on s’intéresse ici a
P(z, > Z") ~ @(Z3"),

el
2

du. L’interprétation de ces quantités reste la méme. Si pour un mot w donné,

Nn(W)ObS
n—k+1

(resp. grande) par rapport a sa prévision 7(w)°** pour le modele de chaine de Markov. On dira alors
que le mot w est exceptionnellement rare (resp. fréquent) pour le modele considéré.

ol B(x) = [

P (Zn > Z,‘jb"') est grand (resp. petit), cela signifie que la fréquence de w observée est petite

1.5.4 Loi des petits nombres

Lorsque un mot w est tres rare, I’approximation gaussienne précédente n’est plus vraiment
utilisable. Pour comprendre pourquoi, nous nous plagons dans un cadre volontairement simplifié.
Supposons que X1, ..., X, soient des variables aléatoires 1.i.d toutes de loi de Bernoulli de para-
metre 0 < p < 1. Cette situation correspond au comptage d’un mot d’une seule lettre pour une
chaine formée de variables indépendantes. Supposons que p soit de I’odre de % en supposant que
p = p, vérifie np, — A > 0. Alors, il est connu que i, X; (qui suit une loi binomiale de pa-
rametres n et p,) converge en loi vers la loi de Poisson de parametres A. Ceci met en évidence
que c’est une approximation poissonienne et non-gaussienne qui est pertinente ici. Ce type d’ap-
proximation est encore valable pour étudier 1’occurence d’un mot de taille quelconque a 1’aide
d’une chaine de Markov plus générale, sous réserve que m, = E (N,(w)) = (n — k + 1) m(w) vérifie
sup, m, < +oo. Vu que m(w) > o pour @ = min {n(x), P(x,y); (x,y) € Ez} > 0, on peut montrer
que cette derniere condition entraine k > clog(n) pour un certain ¢ > 0 (donc le mot w doit étre
suffisamment long). On a alors les deux conclusions suivantes.
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— Si le mot w n’a pas de chevauchements, alors la loi de N,(w) s’approche par une loi de
Poisson de parametre E (N,(w)).

— Si le mot w admet des chevauchements, la situation est plus compliquée. On note a(w) la
probabilité que le mot w soit recouvrable par la gauche (par exemple AT A est recouvrable
par la gauche ainsi que CGAT CG par exemple). On appelle alors train toute occurence de w
dans la séquence qui n’est pas recouverte a gauche par une autre occurence de w. Si N,(w)
désigne le nombre de trains dans la séquence et K;(w) la longueur du train n°, on a

N, (w)
N,w) = ) Kiw)

i=1

et on peut montrer que K;(w) suit une loi géométrique de parametre a(w). Comme les trains
ne se chevauchent pas par définition, on peut montrer que N,(w) s’approche par une loi de
Poisson et que les K;(w) deviennent asymptotiquement indépendantes. Ce type de loi limite
est appelée loi de Poisson composé (une loi de Poisson composée est de la forme Zinl U, ou
les U; sont i.i.d et indépendantes de Q qui suit une loi de Poisson).

1.6 Exercices

Exercice 6 On pose Xy = x € Z et

ou Y désigne une suite de variables aléatoires i.i.d avec
PY,=1)=1-PY,=-1)=p, O<p<l.

A partir d’un échantillon (X, X>, ..., X)) de cette marche aléatoire, on souhaite estimer p.
1. Justifier 'irréductibilité de cette chaine. Cette chaine peut-elle étre récurrente positive ?

2. En utilisant les accroissements Y; de la marche, déterminer un estimateur de p. Donner les
propriétés asymptotiques de cet estimateur.

3. Pourquoi cet estimateur correspond-t-il a I’estimateur du maximum de vraisemblance pour
la chaine de Markov X ?

Exercice 7 On considere une chaine de Markov a deux états O et 1. Sa matrice de transition est
donnée par
1 —
g l-g

avec 0 < p,q < 1. Déterminer I’expression du maximum de vraisemblance du couple (p, g).
Donner également les propriétés asymptotiques de 1’estimateur.
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Exercice 8 On considere la chaine de Markov
X1 =X+ Yo — Zn+1]lX,,>0’ neN

ou Y et Z sont deux suites de variables aléatoires i.1i.d indépendantes entre elles. On suppose que
la loi de Y; (resp. Z;) une Bernoulli de parametre p € (0, 1) (resp. g € (0, 1)). On peut voir cette
dynamique comme I’évolution du nombre d’individus dans une file d’attente (Y,,; = 1 signifie
qu’un client rentre dans la file et Z,,; = 1 signifie qu’un client en sort).

1. Montrer que la chaine de Markov X est irréductible.

2. En utilisant les résultats obtenus pour les chaines de naissance et de mort, trouver une condi-
tion nécessaire et suffisante de récurrence positive. Quelle est alors la probabilité invariante
m?

3. Que vaut E; (X)) ?

4. On suppose que le systeme est initialis€ avec la probabilité invariante 7. On introduit un
client dans la file a I’instant n. Soit T le temps de séjour de ce client dans le systeme. Calculer
I’espérance de T'. On pourra montrer que

E(T) = M

Exercice 9 On reprend le cas du probleme de stock de pieces détachées introduit dans le cours. Si
X, représente 1’état du stock au temps 7, on définit

Xpe1 = max (X, + q-—- D,1,0),

ou (D,),ay est une suite de variables aléatoires i.i.d. On suppose dans cet exercice que g = 1 et
pr = P(D; = k) est strictement positive uniquement si k = 0, 1,2. Montrer que la chaine est une
chaine de naissance et de mort et déterminer la nature de la chaine en fonction de E (D,). Lorsque
E (D;) > 1, calculer la limite du stock moyen % Die1 Xk

Exercice 10 Soient (X,,),«y une chaine de Markov irréductible et récurrente positive sur E et x € E.
On notera par (7,),-; les temps de retour successifs au point x et S, = T, — T,,_; le délai avant le
n—ieme retour. On s’intéresse aux excursions hors de I’état x, c’est a dire aux variables aléatoires

Y, = (SmXT,,,laXS,,,ﬁl’ e ,XTn), n e N,

L’application w — Y,(w) est une variable aléatoire a valeurs dans U {k} X E¥*!. Remarquons que
X7, est en fait constante et égale a x pour tout entier n (de fagon générale, si T est une variable
aléatoire a valeurs enticres, X7 est définie par Xr(w) = Xrw)(w) et Xr = X; sur I’éveénement
{T = k}). Montrer que les variables aléatoires (Y,),-; sont indépendantes et que pour toutn > 2, ¥,
a la méme loi de que la loi de Y; sour P,.

Cette propriété peut étre utilisée pour prouver le théoréeme ergodique et une version du TLC en
considérant des sommes du type Z,{;Tn_] .1 J (Xo). Elle généralise le résultat de I’Exercice 3.
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Chapitre 2

Processus de Poisson

2.1 Le processus de Poisson simple

Définition 7 Soit (X;);so un processus stochastique a valeurs réelles. On dit (X,),»( est un processus
de comptage si pour P—presque tout w € Q, la trajectoire t — X,(w) est croissante par sauts de 1,
continue a droite et telle que Xy = 0 p.s.

Définition 8 Un processus de comptage (N,);»( est appelé un processus de Poisson simple si :
1. Ny =0p.s.

2. le processus est a accroissements indépendants, c’est a dire N,.; — Ny est indépendante de
0 (N, :u < s)pourtoust,s > 0.

3. Pour tous s et t positifs, la variable aléatoire N,,; — N, suit une loi de Poisson de parametre
At ou A est un réel strictement positif.

Remarque
— Les accroissements d’un processus de Poisson sont aussi stationnaires au sens ou la loi de
N5y — N, est la mé€me pour toutes les valeurs de s.
— Le parametre A est appellé 1’intensité du processus (on rappelle que la moyenne d’une loi de
Poisson de parametre A vaut A).

Des exemples d’utilisation

— N, peut représenter le nombre de clients arrivés a un guichet avant I’instant ¢ (ou le nombre
d’appels vers un central téléphonique). On peut également s’intéresser au nombre de pannes
d’une machine a I’instant ¢, la machine étant réparée immédiatement apres chaque panne.

— En physique nucléaire, un compteur Geiger permet de détecter des rayonnements @ ou 7y
émis par des particules radioactives. Sous I’action d’un rayonnement électromagnétique, un
gaz basse pression produit des ions de facon aléatoire. Supposons que les ionisations se
produisent indépendamment les unes des autres et notons par N, le nombre d’ionisations
au cours de I’intervalle [0, ¢]. Soit alors p,(t) = P (N, = n) et supposons que p;(h) ~ Ah
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et P(N, >2) = o(h) lorsque & tend vers 0. Si les accroissements du processus (N;), sont
supposés stationnaires, on peut alors écrire

Pu(t+ 1) = pu(O)po(h) + pu1(Opi(h) + - - - + po(D)pa(h) = pu(O)Po(h) + pu_1(®)p1(h) + o(h).

Comme po(h) + p1(h) =1 —-P (N, > 2) =1 + o(h), on obtient I’équation différentielle

pl/’l(t) =A [pn—l(t) - pn(t)] .

En écrivant p,(t) = u,(t) exp (—At), on a nécessairement u,(t) = Au,_(t), équation dont la
solution est u,(t) = % On voit alors que N, suit une loi de Poisson de parametre At. Le

processus (V) est alors un processus de Poisson.

Exercice 11 Montrer que la somme de deux processus de Poisson indépendants reste un processus
de Poisson. Quelle est alors I'intensité du processus ?

Proposition 9 Soit N un processus de Poisson simple. Alors N est un processus stationnaire d’éve-
nements rares :

— P(Nyyp — N, = 1) = Ah + o(h).

— P(Nyp — N, > 1) = o(h).

Preuve. Ona

P(Nypr—N,=1) Ahexp (—Ah)
Ah (1 + o(1))

Ah + o(h).
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De méme, on a

IED(Nt+h - Nt > 1)

1 — Ahexp (—4h) — exp (—4h)
o(h).O

Proposition 10 Si0 =7, < T, <...<T, <...sontles instants de sauts du processus de Poisson

simple alors
N, = Z ]l{TnSt}-

n>1

De plus les instants (T, — T,_1),> d’inter-arrivées sont des variables aléatoires indépendantes et
toutes de loi exponentielle de parametre A. La densité de (T, ..., T,) est donnée par

ﬁT] ..... Tn)(tb cee tn) = ﬂn eXp (_/ltn) ]10<11<...<tn°

Preuve. Soient t,hy,...,1t,, h, des nombres réels positifs tels que
O<tfi<ti+thh<b<b+hh<...<t,<t,+h,.
On a alors en utilisant I’indépendance et la loi des accroissements

Pty<Ti<t+h,...t,<T,<t,+h,)
= P(Ntl =0, Nt1+h1 - Ntl = I,sz - N11+h] =0,... ,Nt,, - Nt,,,1+hn,l =0, Ntn+hn - Ntn > 1)
exp (=At,) A"hy -+ - hy_y (1 — exp(=ahy)) .

En divisant par le produit 4, - - - h, et en faisant tendre & vers 0, on obtient la loi annoncée pour
le vecteur (T, ...,T,). La formule du changemement de variables permet alors de montrer que la
densité du vecteur (T; — Ti_1), <<, est bien celle d’un n—uplet de variables aléatoires indépendantes
toutes de loi exponentielle de parametre A.0

Remarque. Ce résultat permet d’envisager une définition du processus de Poisson a partir d’une
suite i.1.d ¢ de variables aléatoires toutes de loi exponentielle de parametre A. En effet en posant
T, = >, & le processus N défini par N, = 3, 17,< si t € R, ala méme loi qu'un processus de
Poisson (si ce processus de Poisson existe vraiment). Il faut donc vérifier que le processus obtenu
avec cette suite i.i.d de variables aléatoires vérifient bien la définition du processus de Poisson.
Nous I’admettrons.

Proposition 11 Conditionnellement a {N, = n}, le vecteur (T, ...,T,) a méme loi que les statis-
tiques d’ordre de n variables aléatoires indépendantes et toutes de loi uniforme sur [’intervalle

[0, £].
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Preuve. Si Uj,..., U, sont des variables aléatoires i.i.d toutes de loi uniforme sur [0, ], alors le

vecteur des statistiques d’ordre (U, . . ., U,)) admet pour densité la fonction f : R” — R, définie
par
n!
f (tla ) tn) = t_nﬂO<tl<...<t,,sz-
En utilisant la loi du (n + 1)—uplet (T4, ..., T,.1), on obtient pour tout borélien B € B(R")

P((TlaaTn) €B7Nt :l’l)

P((Tla cee Tn) € B, Tn <t< Tn+1)
fflnﬂ exp (=Aty1) Lp(t1, . . ., ) Locr <. <ty<i<ty Aty -+ - dbyiy

f/ln exp (A 1 (t,...,1,) ]10<t1<...<tnStdt1 e dty,.

Etant donné que P (N, = n) = exp (-Ar) ££, le résultat est obtenue en divisant.O

Au niveau du comportement asymptotique de N, nous avons les deux résultats suivants.

Théoreme 5 /. Onalim,, % = Ap.s.

2. On ade plus la convergence en loi

% (& _ a) 5 N0, 1),

Preuve.

1. Nous avons I’encadrement Ty, <t < Ty, p.s et donc

2.1

Il est facile de montrer que lim,_,, N; = 400 (exercice). De plus, comme 7, = >\, (T; — Ti—1),
la loi des grands nombres assure que lim,,_,« T; = % p.s (on rappelle que les intervalles entre
les sauts sont i.i.d de loi exponentielle de parametre A). Il est alors facile d’en déduire qu’avec

probabilité 1, les bornes de I’encadrement 2.1 tendent vers A lorsque n tend vers ’infini.

2. Une premiere solution est d’utiliser le critere des fonctions caractéristiques (exercice). Une
autre solution consiste a utiliser le théoreme de la limite centrale en utilisant la décomposi-

tion
t (N, t Nm
———/l): — == -2a]+A,.
/l(t /l([t] '

42



— Pour le premier terme, on a

\/Z(%_ﬂ):\/z\/[_ﬁ SN- N
A\ [7] [f7] V A (1] :

On obtient alors la convergence en loi de ce premier terme vers la loi N'(0, 1) en utilisant
le théoreme central limite et le lemme de Slutsky (car lim,_,, #/[f] = 1).
— Pour le deuxiéme terme, on a

t N N,
Al = \Fﬂ——ﬂ
A 1] t

IA

VLA

A (1  [tlt) , -

On pourra montrer que le premier de deux termes majorants tend vers 0 en probabilité en
utilisant I’inégalité de Markov. Comme le deuxieme tend vers O p.s en utilisant le premier

point du théoreme, on conclut que lim,_,,, A, = 0 en probabilité.
D’apres ce qui précede et en utilisant le lemme de Slutsky, on obtient la convergence annoncée.O

2.1.1 Estimation de I’intensité par maximum de vraisemblance

Nous allons considérer trois cas d’échantillonnage.

1. Considérons d’abord le cas ou le processus est observé jusqu’a I’instant ¢. La variable aléa-

toire % est en fait I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre A. Dans ce
chapitre, nous calculerons la vraisemblance de facon informelle ; le calcul sera justifié au
chapitre suivant. L’idée est que lorsqu’on observe N, = n, les temps de sauts T, ..., T, dé-
termine complétement la trajectoire du processus sur [0, ¢]. Nous définirons donc la vraisem-
blance en calculant la loi de (T, ..., Ty, N,;). Ceci peut étre fait en utilisant la Proposition

11. En effet, la loi de (T4, ...,T,)IN; = n a pour densité
n!
f : (tla ey l,,) - t_n]10<t]<...<t,,51-
La fonction de vraisemblance sera alors définie pour une observation (ty,...,t,,n) par
L(ty,...,.t,,n, ) = f(t1,...,t,)P(N; = n) = A" exp (—A1).

. . A N, . o
Le maximum de vraisemblance est alors A(w) = % = @ On a vu que cet estimateur était

consistant et asymptotiquement gaussien. De plus I'utilisation du lemme de Slutsky permet
de montrer la convergence en loi

tz Nf t—+00
= ——/1) 0. 1).
v (7 -1) = vo

Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « est alors

N, N; N, N,
I, = [~ P e Vi TR 7],

ol g;-¢ est le quantile d’ordre 1 — § de la N(0, 1).
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Remarque. Il existe un moyen de construire des intervalles de confiance de niveau exact
lorsqu’on observe une loi de Poisson. Ici N, suit une loi de Poisson de parametre Az. De plus,
sineN,

Fa(n)

P(N, <n)
= P(N,<n+1)
= P(Th1 >0

At 1
= 1- f —x" exp(—x)dx.
0 n!

Soit @ € (0, 1). Par continuité et décroissance stricte de A — F(n), il existe pour tout entier
n deux réels positifs A_(n) et 1,.(n) tels que

a @

Fai,m(n) = b Fimn-1)=1- >

On convient que A_(0) = 0. L’intervalle [1_(N,), 4,.(N,)] est alors un intervalle de confiance
de niveau 1 — « pour A.

. On observe uniquement les temps de sauts 71, ..., T, du processus. Dans ce cas la loi de
(T,,...,T,) est donnée par la Proposition 10 et a pour densité

(t17 ceey tn) - /ln exp (_/ltn) IL0<l‘1<...<l‘,,’

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R”. 11 est alors facile de voir que la maximum de

. 4o Nr, A4 . PN
vraisemblance est donné par A = - = =*. A converge p.s vers A (voir la preuve du Théoréme
n n

5). De plus, en décomposant 7, = 2?2—01 (Tiy1 — T;) (somme de v.a indépendantes toutes de loi
exponentielle de parametre A1), une utilisation du théoréme limite centrale permet d’obtenir
la convergence en loi

lim \/ﬁ(/l% - 1) = N(O, 1),

n—+oo
A titre d’exercice, on pourra construire un intervalle de confiance de niveau donné pour A a
partir de cette convergence.

. Supposons enfin que 1’on observe le processus uniquement aux temps #; < ... < t,. On
calcule alors le maximum de vraisemblance en utilisant I’indépendance des accroissements.
La vraisemblance associé a ’échantillon (N,,, N, — N,,,...,N, — N, _,) est alors donnée par

d
tll o '(tn - tn—l)dn
di!---dy!

L(d,,...,dy, ) = exp (=Az,) A% 4

On obtient alors

— — Ntn —
A= argrglfg( {exp( At,) A }

N,

-
Remarquons que I’estimateur est identique a celui qui aurait été obtenu si toute la trajectoire
avait été observée sur [0, 7,]. Ceci n’est pas étonnant car N, est une statistique exhaustive du
modele (elle contient toute 1’information).
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2.2 Le processus de Poisson non homogene

Le processus de Poisson simple possede des accroissements stationnaires. Cette caractéristique
est assez réductrice en pratique. Par exemple, en fiabilité, le cumul des défaillances d’une machine
peut faire apparaitre une tendance au vieillissement. Dans ce cas, on s’attend a avoir une valeur de
I’intensité A plus importante a la fin de I’étude qu’au début. Le processus des arrivées aux caisses
d’un supermarché ou des appels entrants vers un central téléphonique peut aussi connaitre des
changements au cours du temps. Il est alors naturel de remplacer I’intensité A par une fonction

A().

2.2.1 Définition et propriétés fondamentales

Définition 9 Soir 1 : R, — R, une fonction localement intégrable et A : R, — R, la fonction
définie par

A@) = f A(s)ds, teR,.
0

On dit qu’un processus de comptage (N;)>o est appelé un processus de Poisson d’intensité A si
1. Ny =0p.s.
2. Le processus est a accroissements indépendants.

3. N, — N; suit une loi de Poisson de parametre A(t) — A(s), 0 < s <.

Remarques
— On a E(N;) = Var (N;) = A(#). De plus A est une fonction continue.
— Le processus de Poisson simple correspond a une intensité constante au cours du temps (i.e
A(t) = A pour tout ¢ > 0).

Construction. La construction d’un processus de Poisson non homogene peut se faire a partir
d’un processus de poisson simple. Si N est un processus de Poisson simple d’intensité 1, il est facile
de vérifier que le processus N défini par N, = N A €st un processus de Poisson non homogene
d’intensité A. Notons

A =inflx>0: Ax) 21}, >0,

la pseudo-inverse continue a gauche de A (qui correspond a I’inverse si A est strictement croissante
et de limite +c0 en +o0). On adopte la convention inf ) = +oco. On pose alors S, = A™Y(T,) pour
n € N*, ou T, est le temps du n—ie¢me saut de N. La définition de A~! assure que

AX) >t x> AN,
Ainsi on a

N, = Z Ls,<ts t>0.

nx1
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Applications
— On peut considérer que I'intensité des arrivées a un guichet subit une modification brusque
au cours du temps : A(f) = A; sit < tget A(t) = Ay sit > .
— En fiabilité, lorsque un matériel subit une succession de pannes et lorsque chaque panne est
réparée instantanément, on utilise souvent un processus de Weibull, ¢’est a dire une processus
de Poisson non homogene d’intensité :

As) =P (f)ﬁ_1 . s>0.

a \a

On peut alors montrer que le premier instant de saut S, = A~!(T) (voir le paragraphe sur la
construction) a pour loi la loi de Weibull de parametres a et 8 dont la densité est donnée par

fay="P (i)ﬁ_l exp (— (é)ﬁ) 1. ().

a \a

La loi de Weibull est souvent utilis€ en fiabilité car le taux de défaillance d’un matériel dont
la durée de vie T a une densité sur R, est défini par

.1
JL%EP(I< T<t+hT>01
et la valeur de ce dernier correspond bien a celui obtenu pour la loi de Weibull, c’est a dire
A(t) (plus précisément le taux de défaillance est souvent une fonction affine du temps dans
un graphe log-log, d’apres des études empiriques). De plus si 5 = 1 (taux de panne constant
autour du temps) on retrouve la loi exponentielle de parametre A = 61; et donc le processus de
Poisson simple. Si S > 1, le taux de défaillance augmente avec le temps (usure du systeme)
alors que si 8 < 1, le taux de défaillance diminue avec le temps (les éléments défectueux qui
fragilisent le systeéme tombent en panne rapidement). Les figures 2.3, 2.4 et 2.5 montrent des
trajectoires dans les trois cas.

FiGure 2.3 -a=1,=1 FiGure 2.4 -a =1,8=0.5 FiIGURE2.5-a=1,=2
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Proposition 12 Supposons [’intensité A continu au voisinnage de t. Alors
P(Niwn = Ny = 1) = Ah + o(h),

P(Nyn — Ny 2 2) = o(h).

Preuve. Il suffit de faire un développement limité comme pour le processus de Poisson simple.
Ona

P(Neww =Ny =1) = exp (A1) = At + b)) (A + h) = A(1))
= (1 +o0(1)) (A®)h + o(h))
= A(t)h + o(h).

On obtient ensuite

PWNupn—N;22) = 1=-PWNup =N =0)-PWNp— N, =1)
= 1 —exp(A@) — A(t+ h)) — (A()h + o(h))
= A{t+h)—A@)+ oA+ h)— A@) — (A)h + o(h))
= o(h),

en utilisant le fait que A(t + h) — A(t) = A(H)h + o(h) = O(h).O

Nous pouvons également généraliser certains résultats sur la loi des temps de saut. Pour sim-
plifier nous supposerons dans la suite de ce chapitre que I’intensité du processus A(-) est une
fonction strictement positive, continue sur |0, +oo[ et que lim,_, ., A(f) = +oo. Le processus de
Weibull vérifie ces conditions.

Proposition 13 Soit (T,),> désigne les temps de sauts d’un processus de Poisson non homogene

d’intensité A. Soit n € N*.

1. Alors pour n € N*, la loide (T}, ..., T,) a pour densité

tn n
(tla R tn) — €Xp (_ f /l(u)du) 1—[ A(ti)]10<t1<‘..<z,,,
0 i=1

par rapport a la mesure de Lebesgue.

2. Soitt > 0. Alors la loi conditionelle de (T, ...,T,)|N, = n a pour densité

n

l—[ /l(ti)]10<tl<...<tn<t~

i=1

n:
ty.oo ity
(1 )_)A(t)”
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Remarque. Rappelons que si Xj,..., X, sont n variables aléatoires i.i.d de loi a densité f, le
réarrangement croissant (X(j), .. ., X,)) de ces variables admet une loi dont la densité est

(}71, o ,yn) - n! 1—[ f(yi)]10<y|<...<y,,

i=1

par rapport a la mesure de Lebesgue. Ainsi la proposition ci-dessus assure que la loi conditionelle
de (Ty,...,T,)|N, = n est celle du réarrangement croissant d’un n—échantillon dont la densité f
est définie par f(x) = $31,(x).

Preuve

1. A réalise un C! difféomorphime de R} sur lui méme, d’inverse A~!. D’apres la construction
du processus de Poisson non homogene, les temps S| = A(Ty),...,S, = A(T,) sont les n
premiers temps de saut d’un processus de Poisson homogene d’intensité 1. En appliquant la
formule du changement de variable et le résultat de la Proposition 10, on a donc pour une
fonction ¢ : R* — R mesurable bornée :

E(@(T),....T.) = B(¢(A7(S1.....A"(S)))

f¢ (A_l(sl)’ ) A_l(sn)) exp(_sn)]10<sl<...<s,,dsl e dsn

tf¢ah”qmmmx—Am»ﬂkww%Mn»~A@mhr~dm

2. On en déduit le deuxieme point exactement comme pour le processus de Poisson simple
(voir la preuve de la Proposition 11).0

2.2.2 Estimation par maximum de vraisemblance

Comme pour le cas du processus de Poisson simple, on peut utiliser la Proposition 13 pour cal-
culer la fonction de vraisemblance du modele. Nous nous placerons dans un modele paramétrique
ou I'intensité du processus appartient a une famille {1, : 6 € ®}. Nous supposerons ici uniquement
le cas d’une trajectoire observée sur I’intervalle [0, ¢]. Si on observe N, = n et (Ty,...,T,) =
(t4,...,t,), on a alors

L(ti,..ty,m360) = | | () exp (~Aq(0)).
i=1

Nous allons effectuer les calculs lorsque le processus est un processus de Weibull. Dans ce cas

0= (@.B) et
B-1
Amozﬁ(ﬁ o
a \a

Ainsi la log-vraisemblance s’écrit

(04

E(tr,... 1ym360) = (IN(B) = BIn(@) n + (B— 1) D In(t;) - (i)ﬁ.
i=1
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L’unique point (e, 8) qui annule les deux dérivées partielles est donné par
1 IS
—=In(r) - - In(t;),
2,

In(e) = In(z) — é In(n).

On peut voir que ce point correspond au maximum de la vraisemblance en procédant comme suit.
_ 1 _\n
Posons A = -5, s = Y1 In(z)) et

g(A4,B8) = nIn(B) + nIn(A) + Bs — AF°.

Pour 8 > 0 donné, la fonction concave 1 — g(4, ) atteint son maximum en A = nf®, maximum
qui vaut

h(B) = nIn(B) + nIn(n) — BnIn(t) + Bs — n.

La fonction & est concave sur ]0, +oo[ et atteint son maximum en 8 = . On en déduit un

_n__
nlin(t)—s
maximum de la vraisemblance au point (e, ) annoncé. Ainsi le maximum de vraisemblance 6 =
(&, B) est donné par

1 ] &
~=In(®) - — § In(T;),
B N, i=1

1
In(@) =1In(t) - = In(N,).
B

Nous n’étudierons pas les propriétés de convergence de ces estimateurs dans ce cours. Il est néan-
moins possible de donner des intervalles de confiance pour le parametre 3, en utilisant les propriétés
que nous avons vues.

Proposition 14 Dans le cas de ’observation d’un processus de Weibull sur [0, t], la loi de %ﬁ

sachant N, = n (n # 0) est la loi du x* a 2n degrés de liberté. Ainsi, chacun des intervalles I,
suivants est un intervalle de confiance de niveau vy, au sens ou P (8 € I,|N, =n) =y :

- 1L, = [0, 5)52n)],

— 1, = [5x3,(2n), +oo],
~ I, =[£)2,n), £)2,, ).

Le nombre X§(2n) désigne le quantile d’ordre vy de la loi du x* a 2n degrés de liberté.

Preuve. En utilisant I’expression de /3 et la Proposition 13, on peut vérifier que la loi condition-
nelle de i%ﬁlN, = n est la méme que celle de

Z, = 2nB1n(t) - 28 Z In(X,)),
i=1
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ou (Xi,...,X,) est un n—échantillon de loi de densité s — A( ) IL[O 1(s) (en utilisant aussi le fait que
la somme de n variables aléatoires correspond a la somme des statistiques d’ordre). En effectuant
le changement de variables u = In(x), on peut montrer que la fonction caractéristique de In(X;) est
donnée par
Bexp (In(0)(is + B))

A(D)P(is+B)

En utilisant les propriétés d’indépendance des X; et I’expression de I’intensité A, on en déduit

Ginxp(s) =

U) = —————.
620 = T
La fonction caractéristique de Z, est la méme que celle de la loi du y? a 2n degrés de liberté. Les
propriétés des intervalles de confiance sont alors immédiates.O0

Application a des problemes de test sur le parameétre 8. Soit 8, > 0. Le cas 3, = 1 est le plus
important dans ce qui suit.
— Pour tester Hy : 8 = By contre 8 # 5y au niveau y, on rejette I’hypothese nulle si
B ¢ [ixy(th) L

¥ 2N,

La zone de rejet s’écrit donc

R = { ﬁtﬁo ¢ [X?(ZNI) Xl 7(2N1)]}

D’apres le résultat de la Proposition 14, on a pour tout entier n > 1,
Ppg, (RIN; =n) =y

ce qui entraine que
P,Bo RIN, 2 1) =y

Lorsque By = 1, on obtient un test de niveau vy pour tester si le processus de Weibull est un
processus de Poisson simple.
— Pour tester Hy : 8 < By contre H; : B > By, on définit

3 2N,
{ ) < jvxy@N,)} - { [,f 0 s)&(zN,)}.

D’apres la Proposition 14, on a, par les mémes arguments que pour le premier test,

Pg, (RiN; > 1) =y
Mais on a aussi

Pg(RIN, 2 1) <y, B <po. (2.2)
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Pour prouver (2.2), on utilise un argument de monotonie du rapport de vraisemblance. Plus
précisément, pour n > 1, on a

n 2 2
Pg (RiIN; = n) =Py (Z log(T;) > nlog(t) — Xyz(ﬁo”) IN; = n]
i=1

Mais en notant fz(n, -) la densité de la loi de (T, ..., T,)|N, = n, nous avons pour 8’ > 3,

@, Ty, ..., T,) 3 13_’ n G . n |
s, Ty, ..., Ty) _(,3) ! exp | (B ﬁ);log(T,) .

Le rapport des deux densités est donc une fonction strictement croissante en .., log(7?).

Les résultats sur le rapport de vraisemblance monotone guarantit que (2.2) est vérifié des

lors que

X5 (2n)
2Bo

Ps, [Z log(T;) > nlog(t) - IN, = n) = y.
i=1
On en déduit que pour tout 8 < B,
Pg(RIN, > 1) <.

— On obtient de méme un test de niveau y pour tester H, : 8 > B contre H, : 8 < By, en posant

R, = {Zl‘g 0> Xl_y(zzva}.

2.3 Processus de Poisson composé et modele de Cramér-Lundberg

2.3.1 Définition

Définition 10 On appelle processsus de Poisson composé, tout processus de la forme X, = 2?21 W;

ot (N,)>0 est un processus de Poisson simple d’intensité 1 > 0 et (W;);en- une suite i.i.d de variables
aléatoires, indépendante de (N,)>.

Exercice 12 Montrer qu'un processus de Poisson composé est a accroissements indépendants et
stationnaires. Pour simplifier, on pourra montrer que pour ¢ > s, les variables aléatoires X; et X;— X
sont indépendantes et que X; — X; a mé€me loi que X,_;.

Exercice 13 Si (X,)50 est un processus de Poisson composé, montrer les deux formules suivantes.

E(X)=At-E(W)), Var(X,)= E(W}).
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2.3.2 Modéele de Cramér-Lundberg et probabilité de ruine

La théorie de la ruine étudie les réserves financieres d’une compagnie d’assurance au temps
t. La réserve initiale de cette compagnie est u > 0 et les primes d’assurances sont supposées
déterministes, de valeur ¢ unités de compte par unité de temps. Les occurences des sinistres sont
modélisées par un processus de Poisson de parametre 4 > 0 et le montant des sinistres par des
variables aléatoires i.i.d W, W,, ... de loi non dégénérée sur R, . Le montant cumulé des sinistres
est décrit par le processus (S,);>0 tel que S, = Zf\i’] W; et le montant des réserves par le processus
(R/)s>0 définie par R, = u + ct — S,. Une des quantités essentielles est la probabilité de ruine (faire
un dessin)

Y(wu)=P(R,<Opourunt e R,) =P Z(Wi—cXi)>upourunn20 ,

i=1

ou X, X», ... désignent les délais entre les sauts du processus de Poisson (donc des variables i.i.d
de loi exponentielle). L’évaluation de /(u) se ramene a un calcul de probabilité de franchissement
de barriere d’une marche aléatoire. Le premier parametre important est le chargement de sécurité
— 1. Nous admettrons le résultat suivant.

C

P = By
Théoréme 6 On a y(u) = 1 si et seulement si p < 0.

Remarquons que p < 0 entraine E (W; — cX;) > 0. Dans ce cas, la loi des grands nombres assure
que M, = Y, (W;—cX;) tend p.s vers +oo lorsque n — +oco. On a donc ¥ (u) = 1. Lorsque
p = 0, la marche aléatoire (M,), est centrée. Comme pour la marche aléatoire symétrique sur Z,
on peut montrer que limsup, M, = +oo et liminf, M,, = —co. On a encore Y(u) = 1. Lorsque
p > 0, la marche aléatoire converge vers —co p.s et on peut montrer que ¥(u) < 1. Remarquons que
ces propriétés ne dépendent pas du caractere poissonien du processus de comptage. Elles restent
valables lorsque les délais entre les sinistres X, X, ... sont des variables i.i.d intégrables.
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Chapitre 3

Processus Markoviens de sauts

Nous avons vu que les chaines de Markov ont le désavantage de modéliser des phénomenes
temporels en utilisant une discrétisation du temps. Cela ne correspond pas toujours au phénomene
physique sous-jacent qui exigerait que des évenements surviennent en des temps aléatoires (un
peu comme le processus de Poisson qui compte le nombre d’événements survenus avant une date
donnée). Par exemple, pour un instant # > 0 donné, X,(w) peut correspondre au nombre d’individus
infectés par une maladie, au temps ¢ > 0O et au sein d’une population donnée. Un autre exemple est
le cas d’'une machine qui est en fonctionnement ou en panne. Il est alors 1égitime de supposer les
temps de marche ou de réparation aléatoires.

Ces exemples assez naturels amenent a définir des fonction aléatoire de sauts. Une fonction aléa-
toire de saut ¢ — X,(-) est de la forme

+00
Xi(w) = Z Zy(D) L7, (w)<t<Te1 () LT () <005 (3.1)
n=0
ou les variables aléatoires Z;, Z;, . . . sont toutes a valeurs dans un ensemble FE fini ou infini dénom-

brable (comme pour les chaines de Markov, on dire que E est I’espace des états) et les variables
aléatoires T, T», . . . sont des temps aléatoires tels que 7,(w) < T,+1(w) pour tous w, n. On exigera
souvent une condition naturelle pour la modélisation, a savoir que

lim 7, = +oo,p.s. 3.2)

n—+0co

Si la condition (3.2) n’était pas vérifiée, la fonction aléatoire pourrait changer d’état une infinité
de fois avant une date donnée (accumulation de sauts en temps fini). La condition (3.2) est appelée
condition de non-explosion. On autorise en fait la valeur +co pour les temps aléatoires T, en
convenant que si T,(w) = +oo, alors T,,1(w) = T,(w) est Z,.1(w) = Z,(w). Cette convention est
naturelle si 1’on veut autoriser des points absorbants, par analogie avec les chaines de Markov. Par
exemple, I’extinction d’une population aprés contamination est irréversible et 1’état O est absorbant
si X, désigne le nombre de personnes infectés au temps .
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FiGure 3.1 — Trajectoire d’une fonction aléatoire de sauts

3.1 Propriété de Markov d’une fonction aléatoire de sauts

Définition 11 Une fonction aléatoire de sauts (X,)so a valeurs dans E est un processus de Markov
de sauts si
PG =X, = x1,..0, X, = 2, X5 = x) = P(X, = )X, = %),

pourtous 0 < sy < --- < s, <8 < tettous (xi,...,%, x) € E"! tels que
P(Xs, = x1,..., X, = x4, X = x) > 0.

On pourra alors remarquer que si 0 < #y) < t;..., alors la suite (X,),,, est une chaine de
Markov. Par analogie avec les chaines de Markov, on dira que le processus de Markov a temps
continu (X;),»o est homogene s’il existe une famille de matrices stochastiques P, : E X E — [0, 1]
telles que

P(X; = yIXs = x) = Pi_y(x, ),

pour tous (s,,x,y) € R, XR, X EX E tels que s < t et P(X; = x) > 0. Remarquons alors que pour
tout 2 > 0, la suite (Xy;)ren €5t une chaine de Markov homogene de matrice de transition P,. Dans
la suite, nous ne considererons que le cas homogene.

Proposition 15 Soit u la loi initiale du processus de Markov de sauts (X,)so (c’est a dire que u est
la loi de X,).

1. Poustous0 <ty <---<t,etxp,...,x, € E, ona

P(Xo = x0, Xy, = x15.... X, = x,) = pt(x0) Py, (X0, X1)Pryyy (X1, 22) = -+ Py (X1, Xp).
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2. P(X; =y) = Xer MX)P(x,y) = uP(y).

Proposition 16 (Equations de Chapman-Kolmogorov)
Pour tous s,t >0, ona P,y = P,- P, = P, - P,.

Preuve. Prouvons I’égalité P,,; = P, - P;, 'autre égalité s’obtenant en échangeant le role de ¢ et
s. Si x,y € E, nous avons

Puy(x,y) = PXus=yXo =x)
= D P =y.X, = 2% = %)
zeE
= > PXiy =)IX, =) P(X, = 20Xy = %)
zeE
= ) Pay)Pi(x,2)
zeE

= (Py- P)(x,y),

ce qui conduit au résultat.00

Exemples

1. Sixy e N,etX; = xo+ N; ou (V)5 est un processus de Poisson simple d’intensité 4 > O,
alors (X;),»o est un processus de Markov de sauts. En effet, on a pour y > x,
P(X; = yIX;, = x1,..., X, = X, Xy = X)
= P(N;,=y— xo|Ns, = x1 — X0,..., N5, = X, — X0, Ny = x — Xp)
= P(Nt - N, = y_x|Ns| =X _x(),---’NSn = Xn _XO’NS =X- xO)
= P(Nt_Ns:y_x)
A — sy
exp (—A(t — s)) #
(y—x)!

De plus, si y < x, la probabilité calculée précédemment vaut 0. La propriété de Markov est
bien vérifiée et la transition associée est donnée par

V=X y—X
Pu(x,y) = exp (=1Ah) mﬂyzx, h>0.

2. Processus du télégraphe. Le processus défini par X; = xq - (—=1)™ ol xy € {—1, 1} et (N,);0
est un processus de Poisson d’intensité A > 0 est un processus de Markov de sauts a valeurs
dans £ = {-1, 1}. Dans ce cas, on a

- & [ = $)I*
Ph(_l, _1) = Ph(l’ 1) = P((_I)N " - 1) - ; exp (_/l(t B S)) (2]{)' '
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De méme,

. +o0 LAt — 5)]+!
Py(=1,1) = Py(1,-1) = P((—I)N Ne = 1) = ; exp (=A(t — 5)) Tkt D!

On peut généraliser les deux exemples précédents. La proposition suivante donne un procédé de
construction assez général de processus de Markov de sauts.

Proposition 17 Soient (Z)icn une chaine de Markov a valeurs dans E, homogene de transition
Q et (N,)»0 un processus de Poisson homogene d’intensité A et indépendant de (Z;)ren. Pour tout
t > 0, posons X, = Zy,. Alors (X,)>0 est un processus de Markov de sauts dont la transition est
donnée par

P,=exp(A(Q-1), t>0.

Remarque. Lorsque E est infini, la définition de 1’exponentielle de matrice s’étend a I’ensemble
¥ des matrices A telles que [|A|| = sup,cx 2y [A(X, y)| < +oo. En effet, ’ensemble F est muni
d’une structure d’espace vectoriel normé complet et || - || est une norme d’opérateur sur cet espace
(c’est a dire que ||AB|| < ||A]| - ||BI|). La série Y,/ %f est alors normalement convergente, de norme
< exp (||A]]). De plus, on garde la formule exp(A + B) = exp(A) - exp(B) = exp(B) - exp(A) lorsque
AB = BA.

Preuve de la Proposition 17. Soient0 =17, <t <--- <t, et xg, x1,...,x, € E.On a

P(X, = X0 .-, X;, = Xp)
Z P(Ntl = hl’Ntl = hl +h29'-'aNtn = hl +-- +hnaZ0 = X(),Zhl = xl"'-’Zh1+---+hn = Xn)

P(N;, = hi, Ny =hy +hyy .. )Ny = hy + -+ ) P(Zo = x0)0" (x0, x1) -+ - Q" (X1, X)

e
- Z PN, =hi,N,, =Ny, = hy,...,N,, = Ny, = hy) P(Zy = x0)Q" (x0, x1) - - - Q" (X1, X))
e
(/lt )hl (ﬂ(tn - tn— ))hn
= exp (—At) hl < exp (=A(t, = th-1)) TIP(ZO = x0) Q" (x0, x1) + - - Q" (X1, Xp).
Rt soofin€N 1 nt

On voit alors que la propriété de Markov est satisfaite et que la transition est donnée par

1 h
Piey) = Y exp (=19 L0 (x.y) = exp (—2) [exp (15Q)] (x.).

!
h>0 h!

On en déduit le résultat, en remarquant que
exp (As(Q — 1)) = exp (=AsI) - exp (AsQ) = exp (=As) - exp (1sQ) .O
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3.2 Le générateur infinitésimal

Les équations de Chapman-Kolmogorov permettent d’écrire pour ¢ > 0 donné et tout entier
n
positif n, P, = (PL) . Ainsi, P, est connu lorsque il est connu en temps petit. En fait, nous al-

n

lons voir qu’il est uniquement déterminé par sa dérivée a droite en O que 1’on appelle générateur
infinitésimal.

Théoreme 7 Si (X;);»o est un processus de Markov de sauts, il existe une matrice A : EXE — R

telle que

1. pour tous x # y, A(x,y) > 0 pour tout (x,y) € E* tel que x # y et A(x,x) = — Y., A(x,7) (on
parle de générateur markovien pour A si ces deux conditions sont vérifiées),

2. six #Yy, Py(x,y) = hA(x,y) + o(h) et Py(x,x) = 1 + A(x, x)h + o(h).

Le comportement de 2 — Pj(x,y) au voisinage de 0 est 1ié¢ a I’étude de laloide (T, Z;) (on rappelle
que T'; désigne le premier instant de saut et Z; = X7,). Le lemme suivant sera utile pour la suite. Si
x € E et A est un évenement, nous noterons P,(A) la probabilité conditionnelle P (A|X, = x).

Lemme 3 Soit h,t > 0 et m = m(h,t) € N tels que mh o t (par exemple m = [ﬂ +1). Alors
pour tous x # Yy, on a les deux limites suivantes.

: m .= Py(x, 0)"
= < = = - . .
BTy > 1) = im Py(x, )", PoTy < 1,21 = y) = lim =— Prlx.) Py(x,y)

Preuve du Lemme 3. Remarquons tout d’abord que tout événement B satisfait a I’inclusion
Bc(BN{T,—T,>h}) U{T, - T, < h}.

Nous utiliserons ce type d’inclusion dans ce qui suit. Prouvons d’abord la premiere limite. Nous
avons les inclusions

{T1>mh}CB:{X0:Xh:"': mh}C{T1>mh}U{T2—T1§h}.

La premiere inclusion est évidente. De plus, pour la deuxieme, on peut remarquer que sur 1’évene-
ment B N {T, — T| > h} on ne peut avoir T (w) < mh car sinon on aurait un deuxieme saut avant
T, ((,()) + h. Comme limh\o P.(T,—-T; < h) =P. (T, = T]) = 0, on obtient

Px (Tl > t)

lim P, (T, > mh)
hNO
= limP, (Xo = Xj = -+ = Xoun)
AN
= limP ",
Hm (X, X)
Pour la deuxieme limite, posons
A:{31 SmeZX():Xh: "':X(g_l)h:X,Xg;,:y}.
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On a les inclusions
AcCc{Xo=x,Z, =y, T <mh}u{T,-T, < h},

{XO:x,Zl:y,Tlﬁmh}CAU{TQ—Tlﬁh}.

En effet sur AN {T, — T, > h}, on a T)(w) =< mh et on ne peut avoir Z;(w) # y car sinon le
processus aurait effectué deux sauts dans un intervalle de longueur 4. La méme raison conduit a la
deuxieme inclusion.

On voit alors que

P, (T <t,7Z :y) = }}{%PX(TI <mh,Z, :y)

= 1 < . = — _ =
%{%Px @Al <m:x=X, Xee-vym Xen = y)
= %{%;P(x:Xh == Xe-vn Xen = y)

= i P mlp
hl{lg; w(x, X) W (X, y)

. 1= Pu(x, )"
= lim—P;(x,y).0
hlgtl) 1= Pu(x,x) W(x.)

Preuve du Théoreme 7. La preuve utilise le Lemme 3. En gardant les notations de ce lemme,
nous avons
In(P(T, > 1)) = }li{‘I(l)mhl (Pu(x, x)) € [—00,0].

Comme limy\ o Py(x, x) = 1, on a les équivalents (lorsque 4 ™\ 0)

In (P (T > t)) N hm1In (Py(x, x)) B In (Py,(x, x)) N Pu(x,x) -1
t th h h ’

On en déduit que le quotient Puxe)—1 ,,(x},le

de plus a(x) = —w pour tout £ > 0. Remarquons que le cas a(x) = +oo est impossible,
sinon on aurait P.(7; > ¢) = 0 pour tout t > 0 et donc P,(7; = 0) = 1, ce qui contredit la
définition de la fonction aléatoire de sauts. De plus, si a(x) = 0, alors P, (7T, > ) = 1, ce qui
entraine P, (T} = +o0) = 1 (on dit alors que x est un état absorbant). En posant A(x, x) = —a(x), le
développement limité est justifié lorsque y = x.

Supposons ensuite y # x et a(x) # 0. D’apres le Lemme 3,

possede une limite notée —a(x) avec a(x) € [0,+c0]. On a

. L= Pu(x, x)" Pu(x,y)
P.(T, <t,Z,=y)=1limh .
(T e L e ey

D’apres la premicre partie de la preuve, on a

. I = Pu(x,x)" 1—exp(—a(x))
lim A = .
N 1 — Py(x, x) a(x)
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Ph(xsy)

== possede une limite quand 2 ™, 0. Notons A(x, y) cette limite.

On en déduit que le quotient
Nous avons alors

Px (T] S t, Z] = y) — (1 _ eXp (_a(x)t)) A(X, )’)
a(x)
En sommant sur y # x, il vient
A
BTy < 1) = (1 - exp(-a(on) 220
a(x)

Comme P, (T} > 1) = 1 — exp (—a(x)t), on en déduit que >’ A(x,y) = a(x) = —A(x, x). Lorsque
a(x) = 0, on a P,(x,y) = 0 pour tout y # x (puisque P, (T} = +00) = 1). La preuve du théoreme est
complete.O0

D’apres la preuve du Théoreme 7, on a, lorsque a(x) # 0,

P.(Ty > 1t,Z, = y) = (1 —exp (—a(x)1))

A(x,y) y#x
(x

a(x) ’
On en déduit le résultat suivant.

Proposition 18 Supposons a(x) > 0 (i.e x n’est pas un état absorbant). Alors, conditionnellement
a Xo = x, les variables aléatoires T, et Z, sont indépendantes. De plus, le premier temps de
saut Ty suit une loi exponentielle de parameétre a(x) = —A(x, x) et la loi de Z, est donnée par
PZi=y) =53 y#x

a(x) ’

La proposition suivante montre que la famille de transitions {P, : t > 0} est solution de deux
équations différentielles.

Proposition 19 On a P, = AP, (équation rétrograde ou backward) et P, = P,A (équation progres-
sive ou forward).

Lorsque E est fini, il est connu que I’équation P; = AP, avec condition initiale Py = I a pour
unique solution P, = exp (tA). Les matrices de transition s’écrivent donc comme une exponentielle
du générateur. On peut aussi prouver que cette représentation reste valable lorsque E est infini, en
particulier lorsque sup,., a(x) < +co. Au passage, remarquons que sup, g a(x) < +oo est équi-
valent pour un générateur markovien a sup, . >.er |A(x, y)| < +o0. En pratique, c’est plutdt par les
développements limités du Théoréeme 7 que 1’on spécifie le générateur A car les A(x,y) poury # x
s’interpretent comme des taux de transition. Le processus passera de la valeur x a la valeur y au
bout d’un temps /4 petit d’autant plus facilement que A(x, y) est élevé.

Preuve. Nous ne prouverons ce résultat que lorsque E est fini. En partant de P, = P,P;, (équa-

tions de Chapman-Kolmogorov), on a @ =P, %, ou / désigne la matrice identité (/(x,y) = 1

si x = y et 0 sinon). Ainsi, pour tout (x,y) € E2,

Prp(x,y) — P(x,y) Py(z,y) = 1(z,y)
h = Z Pi(x,2) A .

Z€E
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11 suffit alors de prendre la limite lorsque z ™ O en utilisant le Théoreme 7. Ceci prouve 1’équation
forward. L’ équation backward se prouve de la méme facon a partir de 1’égalité @ = %P,.D

Nous admettrons le résultat suivant qui caractérise la loi des délais entre les sauts et des états.
Des que T,(w) = +o0, nous conviendrons que 7', j(w) — Ty j-1(w) = +oo pour tout j > 1. De plus,
toujours par convention, une loi exponentielle de parametre O correspondra a la loi d’une variable
aléatoire égale a +oo p.s.

Proposition 20 Soit (X,);s0 un processus de Markov de sauts de générateur A.

1. La suite (Z, = X7,),o €St une chaine de Markov de transition Q définie par

Ax,y)

Q(x,y) = { )

1ysy sia(x) > 0,
1., sinon

On dit que (Z,),en est la chaine immergée ou induite du processus.

2. Conditionnellement a Zy,Z,, ... les délais T\, T, — Ty, ... sont indépendants est suivent des
lois exponentielles de parametres a(Zy), a(Z,), . . ..

On a déja calculé la loi du couple (7, Z;) conditionnellement a Z, = x (voir Proposition 18).
Nous admettrons que la propriété de Markov du processus guarantit que la loi conditionnelle
(T, = Ty,2,)|Z, = x,T, = t coincide avec la loi conditionnelle (T, Z;)|Zy = x. Plus générale-
ment, conditionnellement a Z, = xy,...,Z, = x,, Ty = s1,..., T, — T,-1 = s,, la loi du couple
(Ty41 — Ty, Z,41) ne dépend que de x, et coincide avec la loi (T, Z;)|Zy = x,,. Une fagon de résumer
le résultat de la Proposition 20 est la suivante. Pour tout entier n > 1, tous sy,..., s, € R, et tous
X1,..., X, € E,

n—1
Py, (S1>s1,....8, > 8021 =x1,...,Z, = Xx,) = l_[ O (x;, xiv1) €xp (—a(xi—1)s;) -
i=0

3.3 Existence et construction d’un processus de Markov de gé-
nérateur donné

3.3.1 Trois exemples de construction

Supposons donnée une matrice A : E X E — R telle que A(x,y) > 0 pour x # y et A(x, x) =
— 222 A(x, y). Ci-dessous, nous donnons trois constructions qui permettent de définir un processus
de Markov de sauts de générateur A. La condition de non-explosion sera étudiée dans la sous-
section suivante.

Construction d’une fonction aléatoire de sauts Soit (Z,),ay une chaine de Markov de matrice
de transition Q définie par

A i a(x) £ 0,

O(x,y) = { a)

1,-, sinon
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Si0=Ty,<T; <T, < --- sont les temps de saut d’un processus de Poisson simple d’intensité
A =1 indépendant de la suite (Z,),cy, on pose pour tout n € N,

n Tnl
s =1 @ sia(Z,- 1)¢0 T =S 448,
+oo sia(Z,_) =

en convenant que Ty = 0. La fonction aléatoire de sauts associée est un alors processus de Markov
de générateur A. En toute rigueur, il faudrait démontrer que cette fonction aléatoire de sauts vérifie
la propriété de Markov. Nous 1’admettrons.

Simulation dynamique Supposons que X, = x. On simule des variables aléatoires indépen-
dantes {U/V :yeE } telles que pour tout y € E, U, suive une loi exponentielle de parametre A(x, y).
La plus petite des valeurs des U, donne le délai a attendre avant le prochain saut et la valeur yy € £
(qui dépend de w € Q) qui réalise ce minimum est 1’état suivant. On recommence alors ce procédé
pour définir un nouveau délai ainsi qu’un nouvel état. Justifions ce type de construction. Si I’état
courant est x, soit / la variable aléatoire a valeurs dans {y : y € E \ {x}} telle que U(w) < Uy(w)
pour tout y # x. Alors on a

FU=»Ur>0 = P(Ez >Ey > 1,2 # x,Y)
+00
= f A(x, y)e—A(x,y)ve— ZZ“’}'A(X’Z)vdV
y +00
:\f A(x,y)e ™ dy
t
On obtient

Aley) o-alo)t g g(x) £ 0
PU=y,U>n=1 a° ’
I=y0r>1 { 0sia(x) =0

Ainsi le couple (I, U;) a bien la loi du couple (Z;,T;) d’un processus de Markov de sauts de
générateur A et issu de Xy = x. En itérant cette construction, on définit une fonction aléatoire de
sauts qui a la méme loi que la fonction de sauts du paragraphe précédent.

Construction a partir d’une chaine de Markov et d’un processus de Poisson Si (Y,,), est
une chaine de Markov sur E de transition Q et indépendante d’un processus de Poisson simple
(Np)rso d’intensité 4 > 0, la Proposition 17 guarantit que le processus défini par X, = Yy, est un
processus de Markov dont les transitions sont données par P, = exp (1(Q — I)). On obtiendra un
processus de Markov de générateur A en posant Q = i‘ + 1. Cette construction n’est possible que
51 = + I est une matrice de transition (matrice stochasthue) ce qui revient a avoir —— A(x Y 1 1>00u
encore sup . a(x) < A. Ainsi, lorsque sup, ., a(x) < +oo, on peut utiliser cette construction. On
notera toutefois que (¥,),cn n’est pas la chaine immergée du processus puisque Q(x, x) # 0 pour
certains états x € E. De plus les délais entre les sauts ne sont pas donnés par le processus de Poisson
(on saute en tout instant ¢ lel que n = N(w) = lim, » Ny(w) + 1 uniquement si Y, (w) # Y,_1(w)).
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3.3.2 Conditions de non-explosion

Proposition 21 La condition de non-explosion lim,_, ., T, = +00 p.s s’ écrit aussi

+0o0 l
= 400, .S.
Z; a(Z,) b

Remarques

1. On voit alors que si E est fini, il ne peut y avoir explosion.

2. Ona
P( lim T, < +oo) - P(Z (Tiy = T)) < +oo)
n—-+o0o0 leN
- ]E[P [Z (Tis) = T)) < +0|Z0, Z1, . . ]]
ieEN

On a donc non-explosion ssi

P(Z (Tis1 = T}) < +00|Zo, Z4, .. ) =0p.s.

ieN

On peut en fait montrer que pour des variables aléatoires indépendantes U, Us, ... toutes
de loi exponentielle de parametres respectifs Ay, Ay, ..., P(Xys Ur < +00) = 0 88i Y s; /lik =
+00. On déduit alors de cette propriété et du calcul qui précede le résultat de la Proposition.

Corollaire 5 L’une des deux conditions suivantes guarantit la non-explosion.
1. sup,.pa(x) < +oo.

2. La chaine immergée (Z,),en est récurrente irréductible.

Preuve du Corollaire

1. On montre que la premiére condition est suffisante en notant que -2~ > —1—— > O eten

. . a(Zn) - SuprE Ll(x)
utilisant la Proposition 21.

2. Comme la chaine immergée passe une infinité de fois par un état x donné, on

1 K
P
a(Z,) — a(x)

neN

pour tout entier K ce qui entraine la divergence de la série.

Donnons enfin sans démonstration une condition nécessaire et suffisante de non-explosion qui
porte directement sur le générateur.

Proposition 22 [l y a non-explosion si et seulement si k = 0 est ['unique solution bornée et a
coordonnées positives de ’équation Ak = k.
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3.4 Estimation du générateur par maximum de vraisemblance

Dans cette section, on suppose que I’espace des états E est fini. Soit (Xy),>¢ un processus de
Markov de sauts sur E, de générateur Ay, observé sur I’intervalle [0,7] ou ¢ > 0. Les trajectoires
s € [0, 1] = X(w) peuvent €tre résumées par

— le nombre de sauts ﬁt(w) =n € N avant ¢,

— les délais entre les sauts S| = 71,8, =T>—-T1,....8, =T, — T\—1,

— les différents états du processus Zy, ..., Z,.

On travaillera conditionnellement a X, = Z, = x. Intuitivement le calcul de la fonction de vrai-
semblance se fait a partir du calcul des probabilités du type

P;j})(ﬁ, =n,S,€B,,....S,€B,,Z =x1,....7, :xn)

ol By,..., B, sont des boréliens de R,, xi,...,x, € E tels que x; # x;,; et P désigne la mesure
de probabilité sous laquelle le processus (X;),»o a pour générateur A. En utilisant la Proposition 20,
nous avons

PO (N, =n.S1€B.....5, € BpZi =x1,....Z, = x,)
= PS;?))(TH <t< Tn+1aS1 EB1’~'-’SI1 EBnaZl :XI’-'~’Zn :xn)

n—1
= l_[ O (xi, Xit1)
i=0

X f exp|—a(x,) |t —
BiX-XBy

= f exP(—a(xn)[t— sj]]ll{zf;ls,-q} A (Xp, Xig1) €Xp (—a(X;)sis1) dsy - - - dsp.
B X--XBy, I L

n n—1
Sj]} Ligr <0 l_[ a(x;) exp (—a(x;)siz1) dsy -+ - ds,

Jj i=0
1

=1 i=0
Soit alors
n—1
Ly(S1,... 82y Z0) = | |AZi Zi) exp(—a(Z) S i1 = a(Z,) (t - T,)
i=0
et donc

IIILA (I’l,S],...,Sn,Zl,...,Zn)

n—1

n—1
= Y A@ZZi) = ) a(Z)Sia +a(Z) (=T,
i=0

i=0

= Z N,(x,y)In(A(x,y)) - Z a(x)R;(x)

X#y xeE

= Z {N:(x,y) In (A(x, y)) = A(x, )R, (x)} .

XE£Yy
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ou R,(x) désigne le temps passé en x dans [0, 7] et N;(x,y) le nombre de transitions de x vers y
avant ¢. Il est alors facile de vérifier que le maximum de vraisemblance est donnée par A(x,y) =
Nilx) pour x # y (on conviendra que I’estimateur est nul si R;(x) = 0). Remarquons que R,(x) =

R(x)

1 s £ 3 2.2 . .
fo 1x,=nds. Nous n’étudierons pas les propriétés asymptotiques de cet estimateur.

3.5 Classification des états et Théoreme ergodique

Définition 12 Un processus de Markov de sauts (X,);o est dit irréductible, récurrent ou transient
si la chaine immergée (Z,),en [’est.

Noter que le générateur d’un procesus irréductible doit nécessairement vérifier a(x) > 0 pour tout
x € E, puisque a(x) = 0 signifie que x est un point absorbant.

Proposition 23 Un processus de Markov (X;)so est irréductible si et seulement si P,(x,y) > 0
pour tout (t,x,y) € R} X E X E.

Preuve (=) Si (X)) est irréductible, il existe xo = x, x1,...,x, = y tel que Q (x;, x;41) > 0.
D’ou

Pi(x,y) P(X: = y1Xo = x)

P(X;: = x,1<i<nX=x)

ﬁ P (xio1, X7) .
i=1

De plus, pour tout 2 > 0, on a

\

Ph (xi’ xi+l) > Pxi (Zl = xi+laT1 < h’ T'2 > h) > 0.
La stricte positivité de la probabilité précédente est une conséquence de 1’expression de la loi de
Zla Tl, T2 - Tl conditionnellement a ZO = XO = X;. Ceci prouve que Pt(x, y) > 0.
(=)Six#yett>0,ona
O<Px,y) <P, (An=>1:2Z,=Yy).

Ceci entraine immédiatement I’irréductibilité de la chaine immergée.O

Définition 13 On dit qu’une probabilité n : E — R, est invariante si 1P, = w pour tout t > (.

Remarques

1. Si & est une probabilité invariante et que la loi initiale u est égale a m, alors le processus
(X)=0 a méme loi que le processus (X;, )0 €t ce pour tout s > 0. On dit que le processus de
Markov est stationnaire. En particulier, pour tout ¢ > 0, la loi de X, est .
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2. On prendra garde au fait qu'une mesure invariante pour (X,),>o n’est pas une mesure in-
. N < . . -1 A4
variante pour la chaine immergée en général. Par exemple si E = {0,1}, A = ( —ﬂ)’
oA

alors m = (m, m) est une probabilité invariante pour (X;);so (voir la derniere section de ce

chapitre) alors que Q = ((1) (1)) a pour probabilité invariante (%, %)

3. Onsuppose E fini. Si P, = &, alors en dérivant en r = 0, on obtient 7A = 0. Réciproquement,
sitA=0,ona
+00 l‘k
— — DAk —
nP, = mexp (tA) = nl + kZ_; k!T(A =

et r est invariante pour (X;),»o. Ce résultat se généralise au cas |E| = +co.

Proposition 24 Une probabilité  est invariante si et seulement si TA = 7.

Définition 14 Soient x € E et
R,=inf{r>T, : X, =x}.

L’état x est dit récurrent positif si B, (R,) < +oo et récurrent nul si E, (R,) = +oo.

Théoreme 8 Soit (X,)»0 un processus de Markov irréductible.
1. Si (X;)0 est transient alors il n’existe pas de probabilité invariante.

2. Si (X))o est récurrent alors tous les états sont soit récurrents nuls soit récurrents positifs.
On dit alors que le processus est récurrent nul ou récurrent positif. S’il est récurrent nul, il
n’existe pas de probabilité invariante. S’il est récurrent positif, il existe une unique probabi-

o s . 4 _ 1 . . T .
lité mvarlaflte 7 donnée par n(x) = TR (en particulier, la probabilité invariante charge
tous les points).

Remarques

1. Le premier point du théoreme précédent est facile a justifier. Si (X;),»o est transient alors
(Z)nen est transiente. Donc lim,_,,o 1ix,=,y = O p.s pour tout y € E et pour tout point de
départ x € E. S’il existe une probabilité invariante 7, alors par convergence dominée, on
aurait

1) = Pr (X, = 3) = Br (Lxmy) = ) 7B, (Lixmy)) =osse 0.

xeE

Cecl est une contradiction.

2. Une probabilité invariante pour (X,)>o n’est pas une probabilité invariante pour la chaine
induite (Z,),en. Supposons le processus irréductible (donc a(x) > 0 pour tout x € E). On a
vu qu’une probabilité invariante pour (X;);so vérifie 1A = 0. Comme

D AAGY) = D ar(x)Q(x,y) - x(Dak),

xeE Xy
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on voit que 7 est une probabilité invariante pour (X;)o SSi ar est une mesure invariante
pour (Z,).en. On voit alors que la récurrence positive de la chaine (Z,), est acquise ssi

Yixer A(X)T(X) < +o0.

3. Lorsque E est fini, tout processus de Markov irréductible est récurrent positif. En effet,
dans ce cas la chaine immergée est récurrente positive et possede une unique probabilité
invariante m. En posant mr(x) = ’Z((j)) , la remarque précédente assure que 7A = m et donc que

7 est une probabilité invariante pour le processus de Markov qui est alors récurrent positif.

Théoreme 9 Soir (X;);s0 un processus de Markov de sauts irréductible, récurrent positif. Si r est
son unique probabilité invariante et f : E — R une fonction telle que f|f|d7r < +o0, alors

1 !
lim — f F(X,)ds = f fdr p.s.
t—+o00 [ 0

En particulier, le temps moyen passé en x, % fot 1x,-xds converge p.s vers m(x) sous les hypotheses
du théoreme précédent. Concernant la convergence de la loi de X; vers la probabilité invariante, on
le résultat suivant. Contrairement au cas des chaines de Markov, il n” y a pas besoin de condition
d’apériodicité (en fait les chaines du type (X,,,).civ sont apéridiques car Pj(x,y) > O pour tout 4 > 0
et tout (x,y) € E?).

Théoreme 10 Pour un processus irréductible, récurrent positif, on a lim,_, ., uP;(x) = n(x) pour
tout x € E et toute loi initiale p.

3.6 Exemples

3.6.1 Processus a deux états

Supposons E = {0,1} et A = (_lj ) avec A,u > 0. Si on considere 1’état d’une machine

a 'instant 7 (état O si elle est en réparation, état 1 si elle est en service), les délais de réparation
suivent des lois exponentielles de parametre A et les temps de fonctionnement des loi exponentielles
de parametre u. Sur cet exemple, on peut calculer explicitement les transitions

P, = exp(tA) en diagonalisant la matrice A. Comme A = PDP~! avec D = (0 0 ), P =

0 —(1+u)
M A
(1 A ), P! = (’p{“ At ), il vient

1 —H A+ _/1+u
/J+/l€7(/{+‘u>t /l_/le—(/l-#‘u)t
_ A+ A+
Pt - —glﬂl)t /1+#e—{fl+y)t .

p—pee
A+p A+p
En résolvant I’équation mA = &, I’unique probabilité invariante est donnée par 7 = (AL, L)
+u’ A+
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3.6.2 Processus de naissance et de mort
On suppose E = N et on considere le processus de Markov de sauts dont le générateur A est

défini par
An,n—-1)=4,>0sin>1, An,n+1)=qa,>0sin>0.

La matrice de transition Q de la chaine immergée est donnée par

Pi i sinz1, OGn+1l)=—2
a, + By a, + B

en convenant que @y = 0. La chalne immergée (Z,),cn est donc une chaine de naissance et de mort
et (X,)s0 est irréductible. La récurrence de la chaine (Z,),«v est valable ssi

> PioPr_ 3.3)
’121 al o« o o an

=p,sin>0,

Q(n,n—1) =

Sous la condition (3.3) le processus de Markov est bien défini puisque les trajectoires n’explosent
pas en temps fini. Sous la condition (3.3), le processus est récurrent. On peut chercher I’expression
de la probabilité invariante et la condition de récurrence positive en résolvant 1’équation 7A = 0.
Mais on peut aussi regarder les mesures invariantes pour (Z,),cn. Dans le Chapitre 1, nous avons
vu qu’une mesure m est invariante pour (Z,)cen Ssi

m(n) = m()2 Pl 2 T, g 2
g1 Gn Bi- B
Toute mesure invariante & pour le processus s’écrit donc
0
=" Gns1, a0)="9
@, + by @y

On voit alors que 7 est une probabilité ssi

S:1+Z%<+w. (3.4)

n>1

Dans ce cas

Exemple. Sif, =pneta, = anpourn > 1, on a récurrence ssi @ < 8 et récurrence positive ssi
a < B.

Remarque. Le processus (X;),so est récurrent positif ssi les deux conditions (3.3) et (3.4) sont
vérifiées. Contrairement au cas des chaines de naissance et de mort, la condition (3.4) n’entraine
pas la condition (3.3). Par exemple si 5, = 3" eta, = 2-3",ona§ < +oo (il existe une proba-
bilité invariante r telle que A = 0) et pourtant (3.3) n’est pas vérifiée. La probleme vient de la
condition de non-explosion qui n’est pas vérifiée ici. La proposition suivante donne une CNS de
non-explosion. Cette condition peut étre déduite de la Proposition 22.
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Proposition 25 Le processus de naissance et de mort est non-explosif ssi

Z = Bt - B
r, = +o0o, ry, = _— .

n=1 im0 Fkn

3.6.3 Dynamique d’une épidémie

Un cas de maladie non curable. On considere une population formée de m individus. On sup-
pose qu’a I'instant initial, un individu est atteint d’une maladie non curable. Cette maladie est
contagieuse. On admet que dans un intervalle de temps [z, ¢ + £], tout individu est susceptible de
contaminer quelqu’un avec probabilité p, = ah + o(h) et ce indépendamment des autres individus.
On note X, le nombre de personnes infectées a I’instant ¢. Pour définir un processus de Markov
associé, il faut définir un générateur. Si 1 < x < m—-letx+ 1 <y < m, Py(x,y) s’interprete
intuitivement comme la probabilité qu'une variable de loi binomiale de parametres (m — x, xpy,)
prenne la valeur y — x. On en déduit apres quelques calculs que

o(h)ysiy>x+2,
ax(m—x)h+o(h)ysiy=x+1

Ph(x7 }’) = {
De plus, Pj(x, x) (probabilité de n’avoir aucune contamination) est

Py(x,x) = (1 = xpp)"" =1 —=ax(m— x)h + o(h).

Soit alors T le temps nécessaire pour que toute la population soit contaminée. Ona 7T = T,,_; eten
utilisant I’expression du générateur ainsi que la loi des délais entre les sauts, on trouve

m—1
1 21
ET)= Y 0O s oo,

— ax(m — Xx) am

Un cas de maladie curable. La population est formée de m individus. On suppose que le géné-
rateur est donné par A(n,n —1) =6, >0pourl <n<m, An,n+1)=a,>0sil <n<m-1.
On suppose que A(0, 1) = 0. Il s’agit alors d’un processus de naissance et de mort mais avec un
nombre fini d’états et 0 est un point absorbant. La chaine de Markov immergée est absorbante et
d’apres les résultats du premier chapitre (paragraphe 1.3), O est atteint au bout d’un nombre fini
de pas. Donc le temps d’atteinte 7 de O est fini p.s. Montrons également que E, (7) < +oo, pour
1 < ip < m. Pour cela introduisons 7, le nombre de pas nécessaire pour que la chaine immergée
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atteigne 0. On rappelle que E;, (T) < 400 pour tout iy. Notons x = max;<;<» ﬁ On a alors

+00
D By (tle)
k=1

+0o0
= E § Eio (T]lzl:il ,,,,, Zk—l:ik—l,Zk:O)

E; (1)

k=1 iy,...,ix—1#0
+00 1 1
o Y N S PP
0 1501500 Zk-1=0k=1,2k=0
k=1 iy, orig_1#0 iy + Big Wiy + Bicy
+00
< Z Z kkPi (Zy = i1,..., 21 = i1, Zx = 0)
k=1 iy,..., ir—1#0
+o00
= > kP, T=k)
k=1
= KEiOG:)~

Ceci prouve que le temps moyen de la durée de 1I’épidémie est fini p.s. Donnons alors son expres-
sion. Si 1 < iy < m — 1, nous avons en utilisant la propriété de Markov :

Ei,(r) = E,; (T]lzl=i0+1) + E;, (T]lZ]=i0—l)
= E@lZy=io,Zi =io+ DP(Zi =io+ 1) +E(|Zy = ip, Zi =iy — D) Pi(Z1 =ip = 1)
a; ﬁi() 1

By 1 (1) ——— + E;,_1(7) + :
K @i, + i, ! @iy + B, iy +Bi

De plus, on a aussi E, (1) = E,,_(7) + BL' On voit alors que les temps moyens sont solutions du
systeme linéaire :
Ei(7)
[A(i, j)]lsi,jSm : = -1
B, (1)

3.6.4 Processus de Galton-Watson a temps continu

On part d’un ancétre qui au bout d’un temps exponentiel de parametre a > 0 donne naissance
a k enfants avec probabilité p;, k € N et meurt ensuite. Les k enfants évoluent ensuite de la méme
maniere, indépendamment du passé et des autres enfants. On note X; le nombre d’individus a
I’instant 7. On supposera p; < 1. Calculons le générateur de ce processus informellement. Nous
utiliserons la propriété suivante : si U suit une loi exponentielle de parametre a et S est une variable
aléatoire positive, indépendante de U, alors

P(U+S>t+hU+S >S5 <t)=exp(—ah).

autrement dit tout temps U de loi exponentielle non achevé a I’instant 7—S aura une durée résiduelle
U — (t — §) qui suivra toujours une loi exponentielle. On parle d’absence de mémoire pour la loi
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exponentielle. Si X, = 0 alors X;,, = 0 pour tout 4 > 0. On a donc A(0,y) = 0 pour tout y € N. Si
X, = x > 0, la probabilité que X,,;, =y € {x — I,x+ 1,x + 2,...} conditionnellement a toutes les
valeurs du processus jusqu’au temps ¢ se calcule en distinguant les deux cas suivants.

— On a une fin de vie avant ¢ + & et une seule. La probabilité correspondante est

(Ut s Ut > hU S Vis . Vg > h=U) pyn

ouU,...,U,Vi,...,V,_1 sont des variables aléatoires 1.i.d de loi exponentielle de para-
metre a. Cette probabilité s’€crit axpy_,.1h + o(h) et ne dépend que de x.
— On a au moins deux fins de vie avant # + 4. Comme la probabilité P (U, V| < h) = o(h) pour
deux variables indépendantes U, V; toutes deux de loi exponentielle de parametre a > 0,
cette probabilité est aussi un o(h).
Ensuite, si y = x, on ne peut avoir X,,;, = x que si aucune fin de vie n’a lieu avant ¢ + A ou si une
seule fin de vie a lieu et 1 seul enfant est né ou si on est revenu a 1’état x apres deux fins de vies au
moins. La probabilité se décompose donc sous la forme

exp(—axh) + xpiah + o(h) = 1 + ax(p, — 1)h + o(h).

Le générateur vaut donc A(x,y) = axpy_s1Ljys—1,y2yg + ax(pi — 1)1,—,. On peut voir que les délais
entre les sauts suivent des lois exponentielles de parametres ax(1 — p;).

Pour que le processus soit bien défini, il faut faire attention a I’explosion. Montrons que I’explosion
n’a pas lieu des lors que m = ) ;o kpr < +00 (moyenne de la loi de reproduction finie). La chaine
immergée (Z,),en @ pour matrice de transition Q telle que

Pk+1 Po

00,0)=1, O, x+k)= , Ox,x-1)= six, k>1.
1 -p 1-pi

Cette chaine a la méme loi que la chaine (Y,,),cn définie par Yy = 1 et

Yier = Ya+ &) Ly, n€EN,
ol (&,)nen €st une suite i.i.d telle que

P(é‘:l — k) — po]lk:—ll + pk+l]1k21 )

— D1

Remarquons que E (¢)) = i”_—;ll Soitw € Q. S’il existe n € N tel que Y, (w) = 0 alors Y,,(w) = 0 pour
tout m > n et donc Y ;5 m = +oo. Sinon, on a 2 converge vers =~ et donc il existe € > 0

tel que Y, (w) < en a partir d’un certain rang, ce qui entraine de nouveau que 3’ ;5 +00.

—1 =
a(Yj(w))
On voit que la condition de non-explosion est vérifiée. De plus, si m < 1, on voit que Y, (w) est nul
a partir d’un certain rang (on dit qu’il y a extinction).

Supposons ensuite m > 1 et py > 0. Définissons la probabilité d’extinction par
qi=P;(3At>0:X,4,=0,5>0).
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En utilisant les égalités entre éveénements
{H>0:X,,=0,520} =Uyen{X,1;, =0,5 > 0},

on trouve que
gi = lim P;(X,,;, =0,5>0) = lim P,(i,0).
n—+oo

n—+oo

Comme ¢t — P;i,0) = P; ( X,y = 0,5 > 0) est croissante, lim,_, ., P:(i,0) existe et coincide évi-
demment avec lim,,_, ,, P,(i,0). Comme un processus de Galton-Watson démarré avec i ancétres
se comporte comme i processus de Galton-Watson indépendants démarrés avec un seul ancétre, on
obtient au final

g = lim P.Gi,0) = ¢, = (lim P,(l,())) .
t—+o0 1—>+00

Pour calculer g, on utilise I’équation backward. On a

0 ) .
SP(1L0) = JZ; AL, j)P,(j,0)
- Zaij,(l,O)j +a(p; — 1)P,(1,0)
j#l
= u(P(1,0)),

ol u(s) = a(f(s) — s) et f(5) = Y40 Pxs*. On notera que f est la fonction génératrice de la loi de
reproduction (py)ren. On rappelle que f est convexe continu et comme f(0) > 0 et f(1) = 1. Soit
n > 0 la plus petite racine de I’équation f(s) = s (sim = f"(17) > 1 il existe un unique 0 < 7 < 1
tel que f(n) = n, sinon m = 1 etn = 1). Comme Py(1,0), on a P,(1,0) = fotu(Ps(l,O))ds.
Comme t — P,(1,0) est croissante, on ¢t — u (Ps(1,0)) qui est positive. Ceci entraine que ¢, =
lim,_,, . P,(1,0) < n. De plus u est continue. On ne peut avoir ¢; > 7 sinon u(q;) > 0 et donc

i

lim u(Py(1,0))ds = +oo = lim P,(1,0),
t—+00

t—+o0 Jo

ce qui est impossible. On en déduit que u(g,) = 0 et donc que ¢, = 7.

Exemple de modélisation. Une molécule d’ADN composée de k nucléotides se réplique au bout
d’un temps exponentiel de parametre a. Durant la phase de réplication, la molécule est détruite avec
probabilité w. Si elle n’est pas détruite, elle se réplique correctement avec probabilité ¢* (¢ proba
qu’un nucléotique soit copié correctement). On obtient donc 0 copies correctes avec probabilité
po = w, 1 copie de cette molécule avec probabilité (1 — w)(1 — p*) et 2 copies avec probabilité
(1 —w)p*. Si (X,)s0 est le processus de Galton-Watson associé, X, désigne le nombre de molécules
identiques a I’ancétre au temps z.
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3.7 Exercices

Exercice 14 Soit (X;),»o un processus de Markov de sauts a trois états dont le générateur est donné

par
-1 41 0
A=10 -1 2

A 0 -4

Donner une expression du maximum de vraisemblance A.

Exercice 15 On considere X un processus de Markov a sauts a 3 états dont le générateur est donné
par

-1 1 0
A=[0 —u puf,
vy 0 —v

ou A, u et v sont des réels strictement positifs. On conviendra que I’espace d’états est E = {0, 1, 2}.
1. Préciser la matrice de transition de la chalne immergée.
2. En supposant que X, = 0, décrire la dynamique du processus.
3. Justifier la récurrence positive du processus X et donner sa probabilité invariante.
4. Si x € E, on note
R,=mf{t>T,:X; = x},

le temps de retour au point x. Ici T; désigne le délai avant le premier saut. Montrer que
E, (R,) ne dépend pas de x et est égal a une valeur que I’on précisera. Vérifier alors la
formule donnée en cours

1
nx)= ———, xe€kE,
%) a(x)E, (R,)
ou r est la probabilité invariante déterminée a la question précédente et a(x) = —A(x, x) pour

tout x € E.
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