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OBJECTIF DE L’ENSEIGNEMENT

Ce cours, de 2 séances de 5 heures, est composé de deux:gdatiste théorique de la modélisation du
risque de crédit et une application de la Théorie des Copuiealcul d'une CreditVaR.

Les objectifs de ce cours sont de maitriser les techniquasapilistes de modélisation du risque de cré-
dit, d’appliquer & une structure de dépendance financiélgelt copule, et enfin d’'anticiper la situation
prochaine du stage. C’est pour cela qu'une partie impatdntcours est dédiée a la programmation infor-
matique a l'aide essentiellement du logiciet Bt au travail sur les données financiéres.

1. R Development Core Team (2008). R : A language and environfoestatistical computing. R Foundation for Statistical
Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL htipmiw.R-project.org.
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INTRODUCTION

Aujourd’hui, la gestion du risque pris par les banques egtgige fondamentale. Mais un élément essentiel,
qui reste a approfondir, est la mesure du risque de contamiarsque multiple. Ce risque survient lors-
gu’un portefeuille est composé de plusieurs actifs qui ot structure de dépendance forte. Les différents
risques réglementés par le Comité de Béle sont concernds piisence de structure de dépendance mais
nous allons dans ce cours nous intéresser plus partiqukreau risque de crédit.

Alors que le risque de marché est défini comme le risque de péraux variations des marchés, le risque
de crédit est lié aux variations de la qualité de la signadiiua émetteur. Ainsi, un préteur X est soumis
via I'achat d’'une obligation émise par Y au risque que ce igemnme rembourse pas la capital investi a la
maturité de I'obligation. Si Y ne peut pas faire face a sesagaments, cela signifie que Y a fdiéfaut

Les exemples historiques les plus marquants de défaut eortdEnron, Parmalat, et plus récemment les
ménagesubprimesaméricains. Tout I'enjeu de cours est de modéliser la défaie d’'un émetteur de dette
plus ou moins risquée dans le but de la mesurer.

Le risque de défaillance se mesure a travers différentseéwénts que peut subir un émetteur : I'évolution
possible de sa notation gating (upgradeou downgradé émis par les agences de notation telles Moody’s
et Standard & Poor’s par exemple, la modification de la cmtatie I'entreprise, la variation du spread de
crédit, le défaut de paiement, la faillite. Ces événemeatsent influer plus ou moins sur la qualité de la
signature de I'émetteur, augmentant alors, dans le cag diégradation de la signature, le risque de défaut
de I'entreprise.

Outre la probabilité de défaillance, deux autres paramsdtterviennent dans la mesure du risque de crédit :
le taux de recouvrement (on peut aussi étudier symétrigueiamperte en cas de défaut, en anglaiss Gi-
ven Defauliou LGD) qui quantifie ce que récupere (ou perd pour la LGD) éaccier lorsque I'entreprise
fait défaut, et la dépendance entre les défauts des énwttplpeut étre modélisée a I'aide d’une copule.
Ces 3 paramétres essentiels a la modélisation du risqueédi¢ wont nous permettre de mesurer le risque
multiple résultant de la détention d’un portefeuille destrées.

L'objet de ce cours est donc d’étudier rigoureusement Igérdntes méthodologies pour appréhender la
probabilité de défaut ainsi que les parametres de taux deiveement et de dépendance des défauts. Cela
nous permettra de déterminer une mesure du risque mulfynbeportefeuille de crédit a I'aide de la Cre-
ditVaR.



CHAPITRE 1

M ODELISATION DE LA PROBABILITE
DE DEFAUT

Pour modéliser le risque de crédit, un élément essentidbhgstobabilité de défaut. Trois possibilités

s'offrent & nous :

— l'approche par les ratings et par les évolutions en termeotiions des émetteurs : a chagating est
associée une probabilité de défaut d’autant plus élevééeqatng est mauvais,

— l'approchestructurellemodélisant le défaut en prenant en compte le bilan comptiblentreprise et le
processus financier conduisant au défaut,

— et I'approche soutorme réduiteou encore des modeéles a intensité, modélisant le défautrétmence
au processus financier sous-jacent. Le défaut est impoéyist sa loi est gouvernée par un processus
stochastique.

1.1 Approche par les ratings

Cette méthodologie s’appuie sur le constat qu’un événededéfaut est consécutif a une dégradation pro-
gressive des ratings de I'émetteur. En outre, elle faii@aes fondements des réglementations du Comité
de Bale. Deux approches sont possibles : la premiere élalesraotations a I'aide d’opinions d’experts et
la seconde utilise les techniquessb®ring

1.1.1 Notation des agences

Les ratings des agences de notation sont déterminés susdallmpinions indépendantes, objectives, cré-
dibles et transparentes. Cette opinion qualitative eséaéigl présentée sous la forme d’une ou plusieurs
lettres symbolisant la qualité de crédit de I'émetteurnsemble de ces notations forme I'échelle de no-
tation. Les ratings, qui s'appliquent aussi bien a I'émeat@gu’a I'instrument de dette émis, varient selon
I'horizon auquel ils s’appliquent. Nous distinguons detings court terme (d’horizon égal ou inférieur a
1 an) et des ratings de long terme. Les agences ont des é&ctiffégentes mais un point commun es-
sentiel est la distinction entre les deux catégoingsstment gradet sub-investment gradeu speculative
grade(cf. tableaul.l). La premiére catégorie rassemble des firmes ayant unéveekiabilité dans leurs
modeles de développement et un niveau de risque modérécbadeecatégorie inclut des émetteurs aux
caractéristiques financiéres incertaines dont la prob&bli faire défaut est plus élevée.

Les ratings sont issus de la compétitivité de la firme, laitfudl management et de la politique suivie, de
la situation du marché de la firme, ainsi que de ratios finasictBpendant aussi du secteur de la société.
s font I'objet d’un suivi régulier afin de refléter au mieugvolution du client.

Un point important est le fait que le rating ne reflete pas krtghd’une dette mais le jugement sur la qualité
de la signature d’'une dette et sa capacité de remboursement.
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Moody's Stanbard & Poor’s
investment grade  Aaa AAA
Aa AA
A A
Baa BBB
speculative grade Ba BB
B B
Caa CCC

TABLE 1.1 — Ratings de Moody'’s et Stanbard & Poor’s

Les probabilités de défaut, en fonction de la zone géoggahidu secteur, de la période, de I'horizon,
correspondent a la moyenne des fréquences de défaut parragiensemble des firmes de méme rating.

Les agences de notation fournissent aussi des matriceamgtion indiquant pour un horizon donné la
probabilité de migration qu'un émetteur ou instrument afgrent a une classe de rating passe dans une
autre classe en cours de période. Mais ces matrices seatsédbles dans le temps et permettent-elles ainsi
d’anticiper les migrations futures ?

Si c'est le cas, nous pouvons faire I'hypothése que les oestde transition sont markoviennes, c’est-a-dire
gue la seule connaissance de I'informationtgermet de déterminer les valeurs de la matrice enl.
Cette hypothése est néanmoins trés discutée (cf. de Sgriigtayer et Zelenko3 pour une revue des
débats en cours).

Nous supposons que I'on dispose de 7 niveaux de rating clistirors défaut soi états pour les créances.
On note lespace étal = {AAA, AA, A, BBB, BB, B,CCC, D} dénombrable et fini aveD la classe
des titres en défaut. On nofé = P(0,1) = (psj)ijerxr la matrice8 x 8 de transition a 1 an et nous
remarquons qué a la forme suivante, avec en lignes les ratings enen colonnes les ratings en- 1 :

P:P(O,l):(é% f)

avec R un matrice de tailler x 7 de transition d'une classe de crédit a l'autfeun vecteur7 x 1 de
probabilités de défaut le vecteurl x 7 de probabilités nulles de sortir de I'état de défaut, et lewal
traduit I'état absorbant de défaue. étant telle que) < p;; < oo Vi, j et Zj pi; = 1 Vi, la matrice de
transition est qualifiée detochastique

Les probabilités de transition sont modélisées a I'aide dhaine de Markov a états finis.

Définition 1 Un processusX = (X,,), est une chaine de Markov homogéne a états finis discrets | de
matrice de transitionP sion a :

P[Xpi1 = j|Xo =i, X1 = i1,..., Xy = i) = P[ X1 = §| X0 = 1] = pyj
Propriété 1 L'équation de Chapman-Kolmogorov implique que :

P(0,m+n) = P(0,n)P(0,m)
ou encore :

P(0,n) = P(0,1)" = P" = (p{),

avecP(0,n) la matrice de transition déterminée aujourd’hui pour un fzon den années, qb,E;.’) I'élément
(i7) de la matriceP™ (probabilité de passer dea j enn années). Nous avons aussi :

IP[Xn—Hn = j‘Xm = Z} = PE?)

Les probabilités de défaut a n'importe quel horizon sontcddéterminées grace a la modélisation de la
matrice de transition par chaine de Markov homogeéne.
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1.1.2 Scoring des émetteurs

En général, les ratings des agences sont faits sur des Etigreprises de grande taille. Concernant les
petites et moyennes entreprises, les probabilités de tgéawent étre estimées a I'aide de méthodes de
scoring.

Les variables explicatives, issues d'informations cotilgis, sont des ratios économiques et financiers sta-
tistiquement significatifs pour différencier les entreps susceptibles d’'étre en difficulté de celles qui sont
plus saines (performances, solvabilité, autonomie fikaacetc.). Urmappingspécifique permet de relier

le scoringcontinu et I'échelle de notation discréte.

Deux techniques principales deoringsont utilisées pour calibrer la probabilité de défaillanEanalyse
discriminante linéaire de Fisher et la régression logistidNous avons une préférence pour la seconde tech-
nique car elle a des hypothéses moins restrictives. Nousahsdans la suite un rappel de sa méthodologie
(cf. Davidson et MacKinnonZ] et Thomas 10]).

Nous supposons que le défaut est modélisé par une varighdmdignte; binaire, soit égale a 0 (pas de
défaut), soit égale a 1 (défaut).
Considérons en premier lieu le modéle suivant :

Yi = xif + ui

avecz; un vecteur(l x K) de variables explicatives pour l'individilassociées au vecte(K x 1) de
paramétre® etu; le résidu.

L’hypothése sous-jacente est que I'espérance conditienfi¢y; |x;) = ;5 et donc la probabilité condi-
tionnelle est une fonction linéaire des

Cemodéle a probabilité linéairprésente de nombreux inconvénients. La technique des MsirCarrés
Ordinaires (MCO) classique utilisée dans les modéles dessmpn a variable dépendante continue ne peut
étre appliquée.

Tout d’abord, rien ne contraint le modéle a ce que la proltélgstimée soit comprise entre 0 et 1.

Ensuite, les résidus de la régression ne peuvent prendr2 egleurs :1 — z; 3 avec la probabilité:; 3 et
—ux;3 avec la probabilité complémentaite— z;5. Le cadre d’analyse des MCO considérant les résidus
continus se préte donc mal a la modélisationyde

Enfin, le calcul de la variance des résidus donne :

V(w) = (ufly; =1)*P(y; = 1) + (u]|y; = 0) * P(y; = 0)
= (1—28)” x (x:B) + (—z:8)* * (1 — 2;8)
= z;8(1 —x:)

Le modele est donc hétéroscédastique par constructioariknee des résidus dépendant dest n’étant
donc pas constante.

Il est donc nécessaire d'utiliser une technique alteraativpour cela nous allons introduire une variable
latentey; (inobservable) telle que :

yi=1 siyf >c
¥, =0 siyf <c

ouy; = z;5 + u; etc correspond & la valeur seuil que nous normalisofs a
Nous considérons alors la réalisation de la variable dépgrdcbinaire comme provenant d’'une régle de
décision s'écrivant :

{ Py, =1) =P(u; > —x;) =1 = F(—x;0) = F(x;53)
P(y; =0) = P(u; < —x;8) = F(~x;8) = 1 — F(x;5)

avect' une fonction de répartition symétrique autourode
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Il faut bien remarquer que dans la modélisation de la vagiabiaire, nous ne modélisons plus la variable
en elle-méme, mais les probabilités de réalisation dessgwénts{y; = 1} et {y; = 0}.

Il nous faut définirF’ la fonction de répartition des résidus. Classiquements moons le choix entre la loi
logistique (modele Logit), la loi normale (modele Probit)aloi de Gompertz, non symétrique (modéle
Gompit). Nous ne verrons ici que le cas de la loi logistigues facile a manipuler, qui a pour fonction de
répartitionA :

~exp(xif)
Awif) = 1+ exp(z;f)

Nous estimons le modéle par maximum de vraisemblance. lisevndlance s'écrit :

L(y,z; B) :f[ [Hexlp(xm]l‘ [mr

1=1
avec un échantillon de individus. Et la log-vraisemblance a pour expression :

n

log £ =~ [log[l + exp(iB)] — yiif]

i=1

Propriété 2 Nous obtenons alors les estimations des probabilités, &anip; la probabilité que{y; = 1}
(apparition d’'un défaut) :

s eXP(fﬂiB)
g exp(xiB)

La probabilité de I'événemenrty; = 0} est la probabilité complémentaire.

Précisons que les valeurs des paramétres estimésnt pas d'intérét en soi; seul leur signe est une in-
formation utilisable : en effet, il indique si la variablesasiée influence la probabilité a la hausse ou a la
baisse.

1.2 Modele de Merton

De maniére complémentaire a I'approche par les ratinggdeurs aux modeles structurels (dont Merton
est a l'origine) de valorisation de la firme a permis, a l'aillenombreuses approximations empiriques,
de dégager une estimation de la probabilité de défaut despeises cotées. L'approche structurelle a été
initiée par Merton 8] en 1974. Elle est fondée sur la modélisation de I'évolutiarbilan, économique et
non comptable, de I'entreprise. Le défaut intervient akif&metteur de la dette est dans I'impossibilité
d’honorer ses engagements. Le risque de défaut est modgligédisant les principes dwicing des options
dans le cadre de Black et Scholes. Cette modélisation gsnieant utilisée par les praticiens (cf. I'entreprise
Moody’s KMV ou encore JP Morgan avec le mod€eedit Gradegpar exemple).

1.2.1 Modélisation de la firme

L’hypothese fondamentale est la modélisation de la dynaenitg la valeur de la firmé par un mouvement
Brownien géométrique :

AV, = Vy(pdt + odW,) (1.1)

avecu eto les parametres de tendance et de diffusion constarifg, eh mouvement Brownien standard.
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En outre, la valeur de la firmi, ent (I'actif du bilan de la firme) apparait comme la somme de lawal
actionnariale de la firmé’; et de la valeur de la dettB; (somme représentant le passif du bilan) : ainsi,
I'actif étant égal au passil;, = E; + D,. La valeur actionnariale est sous la forme d’actions et teede
sous la forme d’'un zéro-coupon de matufité&t de nominall. A maturité, il y a défaut si la valeur de la
firme V estinférieure a la dette que la firme doit payer aux créanciers. Ainsi, les détentd'oidigations
recoiventmin(Vy, L) et le reliquat est versé aux actionnairesax(Vy — L, 0). Nous reconnaissons pour
ce dernier versement le payoff d’'un call européen. Le redasactionnaires s’assimile donc a celui d’'une
option d’achat d’échéancg et de prix d’exercicd. (le remboursement du zéro-coupon a maturité).
Etudions plus en détail le payoff de la deiitén (7, L). |l est égal aussi a :

min(Vy, L) = L — max(L — Vr,0)

La dette risquée se confond donc avec une dette sans risgueéfde maturitd” et de méme nomindl)
a laquelle on retranche un put (option de vente) appalé¢o-defaultécrit sur la valeur de I'entreprise.

Exercice 1 Sous les hypothéses classiques de la théorie des optiossle@l@adre de Black et Scholes,
écrire D; sous la probabilité risque-neuti®, en notantP; (respectivement’;) le prix du put (call) sur la
valeur de la firmé/; de prix d’exercicel. et de maturitél".

Indication : utiliser la formule de parité call-put¢;, — P, =V, — Le " (T—1),

1.2.2 Probabilité de défaut

La solution de I'équation différentielle stochastiquelj est sous la probabilité risque-neufe
o? -
Vi =Vyexp [(r— 2) t—l—th]

OUWt NN(O,\/E)

Exercice 2 La probabilité de défaillance, not®”, est définie de la maniére suivante sous la probabilité
risque-neutreP? = Q [V < L]. Calculer cette probabilité de défai” ent.

1.2.3 Calibration

Tout d'abord, le parametrg peut étre estimé a partir de I'évaluation de la dette derégnise. Il se pose
néanmoins des problémes pour I'estimation des paramiéteds qui ne sont pas directement observables.
lls peuvent étre estimés a partir des données historiquiesvadeur de I'action®;.

La valeur de I'action (call sur la valeur de la firme) est danpér :

E, = f(t,V}) = V;®(dy) — Le " T d(dy) (1.2)
Supposons que le procesdlssuit une EDS d'Itd de la forméE; = E;[igdt + opdW;] sousQ.

Exercice 3 Déterminer la volatilitéor du processug; en fonction de la volatilité du processus de la
valeur de I'entrepriséd/;.
Indication : utiliser le lemme d'It6.

Nous avons présenté les différents enjeux sous-jacentsadalisation structurelle de Merton (cf. aussi
Haworth [B]). Néanmoins, ce modéle présente des limites dont la pafeiest le fait que le défaut de
I'émetteur ne peut intervenir qu’'a la maturité de la dettes Inodéles de premier instant de passage ré-
solvent ce probleme. Nous ne développerons pas cette rsafiléli dans le cadre de ce cours (cf. la des-
cription du modeéle d€redit Gradeq4] par exemple comme application possible).
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1.3 Modéle a intensité constante

Une autre limite des modeles structurels est la caract@&diqtif du moment de défaut. Une solution est
de considérer I'événement de défaut comme totalement agofous modélisons et estimons alors direc-
tement la probabilité de défaut. Les modéles a intensitéeduced formdissocient de maniére explicite
défaut et valeur de la firme, au contraire des modeéles stristu a date de défaut ressort d’un processus
exogene et ne dépend pas explicitement des actifs de la freti modélisation permet de rendre compte
des ruptures : le défaut survient lorsqu’un saut discrettaide apparait (cf. Kurtz et Pignard|[pour plus

de précisions sur la modélisation des modeles a forme Bddbus nous contentons d’étudier dans ce
cours le cas d’une intensité constante.

1.3.1 Probabilité de défaut

Définition 2 Soit7 le temps de défaut. Nous définissons la probabilité de défatentanée comme I'in-
tensité de défauk (ou taux de hasard) sur un intervall¢, ¢ + h] sachant qu’il n’y a pas eu de défaut
auparavant :

o1
}IL%EIP[TE(t,t—l—h} |7 >t =A (1.3)

Cette formulation revient a dire queest le premier instant de saut d’'un processus de Poissotedsité
A

Définition 3 Un processus de Poisson standavd= (1V;); est un processus de comptag#éfini par le
fait que :
1. les durées entre 2 dates ; ett; sontiid et distribuées selon une loi exponentielle de paitaen\,

2. de facon équivalente les variations disjointesNdsont indépendantes et distribuées pagr— N,
selon une loi de Poisson de paramelig — s) pours < t:

L :
PN, — Ny = k] = [A(t = s)]Fe 72

La probabilité d’'un saut sur un instait est défini par :

1
EIP[NHM — N, =1]=Xe ™ 5 X\ pourAt — 0

Nous retrouvons donc bien la formulation de I'intensité d&adt (L.3) avec le processus de défavitdéfini
parN; = 1,<,. En effet, le défaut est le premier saut du processus dedPoiss

Exercice 4 Déterminer I'expression de la probabilité de défauten fonction de I'intensité de défaut.

1. Un processus de comptage est déterminé par le faif\gueawut 1 si I'événementomptéest apparu) sinon. Ici le processus
compte’événement de défaut qui est un état absorbant : lorsquiiaeait, le comptage est donc stoppé.
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1.3.2 Evaluation d’une obligation risquée

Une obligation zéro-coupon risquée de matufitéc’est-a-dire dont le détenteur ne recoit rien en cas de
défaut, a une valeud, ent sous la probabilité risque-neute? :

Di =1, Egle "7, | F]

Exercice 5 Donner la valorisation d’une obligation risquée énen notant\ l'intensité de défaut sous la
probabilité risque-neutre.

Il est important de remarquer que cette intensité joue ke daine rémunération supplémentaire : elle est
assimilable a une prime de risque. Dans le cas d’'une oldigakro-coupon sans risque de défaut, nous
avons\ = 0. Lincertitude s’accroissant, la rentabilité exigée dsisgmportante. Nous pouvons calibrer
ainsi les intensités a partir de la structure par terme desdp de crédit (équivalent a la différence entre le
taux de l'obligation risquée et le taux sans risque).

Nous avons supposeé le taux de recouvrement nul. Nous allvedapper les formules dericing des
zéro-coupon avec un taux de recouvrement constant maisuloN@us nous intéresserons par la suite a
I'estimation du taux de recouvrement de maniére plus peécis

L’hypothése de recouvrement la plus courante s’apgelletional recovery of par valuet consiste en le
recouvrement a la maturié® d’une fractions du nominal du titre. Nous avons la valef de I'obligation
suivante :

D? = 1. Eq [6_7-(T_t)]lT<7— + 56_7-(T_t)]17—§T |-7:t

Dy 4 10 7T 0Q[r < T | F

Exercice 6 Donner la valorisation d’'une obligation risquée éravec un taux de recouvrement

1.3.3 Evaluation d'un CDS

Le modéle a intensité constante permet de valoriser le piyde des produits dérivés de crédit et qui doit
étre considéré comme I'élément de base de produits plugjarst: le Credit Default Swap ou CDS (cf.
Braouézec et Brunl] pour plus de précisions sur les produits dérivés de crédit)

C’est un contrat financier conclu de gré a gré, pour une dunde montant (notionnel) déterminés, et réfé-
rencé sur un emprunteur bien défini. Dans ce contrat, I'aecinete protection paie périodiquement lors de
N dates une prime (appelée aussi spread ou marge) tandis que le vendeur @éetpyots’engage a payer,
en cas de défaut de 'emprunteur de référence, un montarersant la perte résultant du défaut a hauteur
du montant notionnel. Le CDS permet ainsi le transfert dpugsde crédit. La protection est valable jusqu’a
la maturité du swaff.

Un raisonnement simple d’absence d’opportunité d’arpénpermet d’approximer la marge d’'un CDS par
le spread d’une obligation a taux variable de méme matwayi@nt les mémes dates de tombée de coupons
et émise par 'emprunteur de référence du CDS.

Mais il est possible d'évaluer aussi cette marge plus ptéwsit a I'aide des hypotheses du modele a
intensité constante. L'objectif est alors de calculer lagaa* du CDS en) qui s'obtient en égalisant les
jambes fixe, correspondant aux flux payés par I'acheteur ategiion tant qu’il n’y a pas de défaut, et
variable, correspondant au flux payé par le vendeur de piiaesn cas de défaut.

En considérant que la prime est payée jusqu’au défaut, éavde la jambe fixd F'(s) est définie comme

2. Les prix actualisés sont alors des martingales.
3. Nous n’étudions pas la formule d’évaluation pour un recemnent a I'instant de défaut mais a la maturité.
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I'espérance actualisée du payoff sous la probabilité esugeutre :
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En supposant que le flux variable est payé a I'instadibccurrence du défaut, la valeur de la jambe variable
JV s’écrit sous la probabilité risque-neutre :
JV = EQ [(1 — 5)67”—]17-37“]

T . o
= (1-9) / e "Xe” du carr suit une loi exponentielle de densiféu) = e
0

— T N
= (1- 5)/\/ e Nugy
0

1 — e r+N)T
= Q-
T4+ A

Le fair spreads* est tel que/F(s*) = JV. Nous obtenons alors I'égalité suivante, que nous appédons
triangle du crédit:

s = (1-0)A

Les CDS (plus précisément les CDS senior) étant assezdigumbus pouvons extraire I'intensité de défaut
implicite au pricing des CDS pour estimer une probabilité de défaut implicitatretment juste, pour
I'émetteur sous-jacent et pour une maturité donnée.

Exercice 7 A partir des spreads de CDS de 2 entreprises pour différenggarités, extraire les probabilités
de défaut implicites. Supposer que les CDS ont été évalaésumvtaux de recouvrement égal@s.

Les prolongements du modele a intensité définissent nor’pliensité constante (qui a pour conséquence
la génération de structures par terplatesdes primes de CDS) mais avec des formes plus complexes
(intensité constante par morceaux, polynomiale, stochastetc.). Les structures par terme générées seront
alors plus proches de la réalité des marchés.



CHAPITRE 2

M ODELISATION DU TAUX DE
RECOUVREMENT

Les taux de recouvrement, ou de récupération, sont inflsgmaéde nombreux facteurs qui peuvent étre
propres a la structure de I'entreprise ou découlant d’'undi&dactivité économique ou encore d’une juri-
diction plus ou moins favorable aux créanciers.

Dans ce chapitre, nous étudions le taux de recouvrementa@eiigst similaire bien entendu a I'étude de
la LGD (Loss Given Default) car le taux de recouvrement est &d —LGD (avec la LGD exprimée en
pourcentage).

2.1 Mesure du taux de recouvrement

Il existe principalement deux mesures retenues pour esténtaux de recouvrement :

— déduite du prix du titre de dette juste apres que celui-og une situation de défaut :tlading price
recovery

— déduite de la valeur actualisée des actifs venant en casapen du défaut du titre de dette ultimate
recovery(valeur liée a la revente ou a la liquidation du fonds de coremet des actifs).

La premiére de ces mesures présente I'inconvénient de rneopasir systématiquement étre évaluée lors-

gu'il n'existe pas de marché permettant de fournir un tet.gfiour autant, lorsque cette mesure peut étre

appliquée, elle présente I'avantage de fournir une mesutawk de recouvrement juste apres I'événement

de défaut.

La seconde mesure présente I'inconvénient d'étre partwigpiexe a déterminer, en particulier lorsque les

actifs venant en garantie sont illiquides. En outre, leidélayen séparant le défaut de la récupération est

estimé a 2 ans et demi (aux Etats-Unis) : ceci souléve donokgme de la détermination d’un taux d’ac-

tualisation approprié.

Il existe six facteurs principaux explicatifs du procesgasecouvrement :

1. La séniorité de I'instrument, qui attribue des prioriés s le remboursement a travers des clauses a
I'émission (une obligatiorsenior sera remboursée avant une obligatjonior appelée aussiubor-
donnég.

2. Le secteur industriel. Le remboursement dépend largedeela valeur des actifs venant en garantie
du défaut. Or la valeur de ces actifs dépend du secteur melustiquel I'émetteur est attaché : un
secteur ou les actifs immatériels sont importants aurauxda recouvrement plus faible que ceux
dans lesquels ils seront moins présents.

3. Le cycle d’activité économique : une dépendance imptetast révélée empiriquement entre le cycle
économique, ainsi que les taux d’intérét, et le taux de naeonent.

13



14 Modélisation du taux de recouvrement

4. Les sdretés, qui sont le nom donné aux actifs venant entgarglles consistent le plus souvent en
un portefeuille d’actifs gérés dynamiquement. En périodaétession, la valeur de la slreté aura
tendance a décroitre et la probabilité de défaut a augmenter

5. Le systéme de juridiction. Lorsqu’il y a défaut, le niveirecouvrement est déterminé par un juge.
Les différences de juridiction entre les pays est essénfeur déterminer le taux de recouvrement,
ainsi que les périodes de temps nécessaires au recouvrgr@enbis a 10 ans en France, 18 mois a
3 ans aux Etats-Unis).

6. La capacité de négociation des investisseurs. Les dimitentrole des créanciers sur I'entreprise sont
prédéfinis dans le contrat. En outre, plus la part de I'ingssment est importante, plus la capacité
de négociation est forte pour le créancier.

Aprés avoir étudié la définition, ainsi que les tenants eabesitissants du taux de récupération, nous allons
pouvoir le modéliser judicieusement.

2.2 Modélisation stochastique et calibration

Nous avons précédemment introduit un taux de recouvrenoestant dans les modéles a intensité et I'éva-
luation d’obligation risquée. Ici, nous modélisons le talexrecouvrement en le supposant aléatoire.

Il est fréequent de supposer que les taux de récupératiordgiribués selon une loi Béta. C'est une distri-
bution & supporf0, 1] qui dépend de 2 parametre®tb. L'expression de sa fonction de densité est :

flz) = 21— 2)" ()

1
avecf(a,b) = / 22711 — z)°~'dz. La moyenng. et la variancer sont égales a :
0

_ ab

(a+b)2(a+b-1)
Cette distribution est trés flexible et permet de modélikesipurs formes de distribution. Ainsi, par exemple:
— sia = b = 1, nous obtenons la distribution uniforme,
— sia = b, nous avons une distribution symétrique par rappertal/2; siles parameétres sont supérieurs

al, la courbe est en cloche, alors qu’elle a la forme d’un U sdst inférieurs d,

— sia > b, la courbe est asymétrique a droite (skewness négatif), etc
De nombreuses études fournissent le taux de recouvremsmnmcet la volatilité du tauxs. Elles per-
mettent de calibrer les parameétrest b de la maniére suivante :

n2 ~)2
o (1= p) -
b = - — ]_ —_
La modélisation du taux de recouvrement ne doit pas étregéeglEn effet, son impact sur la modélisation
du risque de crédit peut apparaitre dans certains cas phastamt que celui de la probabilité de défaut.



CHAPITRE 3

M ODELISATION DE LA DEPENDANCE
DES DEFAUTS

Enfin, le dernier paramétre a considérer dans la mesure gueride crédit est la dépendance entre les
différents actifs d'un portefeuille de créances. Ce que Hoit modéliser est plus précisément les dépen-
dances entre les défaillances potentielles. Ceci perardtivaluer le risque de contagion ou risque multiple
contenu dans un portefeuille de crédit. Pour cela, il nousttaut d’abord déterminer des observations sur
la structure de dépendances des défauts.

3.1 Mesurer la dépendance des événements de défaut

Les dépendances de défaillance ont la particularité desétpmen général observables directement. Néan-
moins, les modeles structurels et a intensité vont nous gt&end’extraire une structure de dépendance
approchée.

3.1.1 Dépendance a partir du modéle de Merton

Rappelons qu’a partir du modele de Merton (cf. sectio?), la valeur de la firme peut étre décompo-
sée comme une somme de la part action et de la part dette : Hrigtion + Dette. Pour déterminer
une structure de dépendance des défauts, nous allons'ligipethése de I'équivalence entre le niveau de
dépendance obtenu entre les rentabilités des actionsuetateenu entre les rentabilités des firmes. La
structure de dépendance entre les actions est facile ardésgr Cette méthode d’extraction de la structure
de dépendance des défaillances aura notre préférencetrsalyapproximation.

3.1.2 Deépendance a partir du modéle a intensité constante

Les dépendances de défaut peuvent étre extraites a partiodéle a intensité étudiée en sectibB. En
effet, nous avons vu que l'intensité de défaut peut étreambygie par le spread de crédit. Nous pouvons
alors approcher la dépendance des défauts par celle deslspi&anmoins, cela sera peu précis puisque la
notion de spread recouvre a la fois la probabilité de défdattaux de recouvrement, difficiles a distinguer,
et que le risque de liquidité influence aussi les spreadswendal risque de défaut.
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16 Modélisation de la dépendance des défauts

3.2 Copules et dépendance des défauts

Maintenant que les données sur la structure de dépendamamosstruites, il reste a modéliser cette dépen-
dance. Un point essentiel est la nature des défauts. Enleetvénements de défaut sont des événements
rares : il est donc nécessaire de pouvoir capter la dépeadatidme entre ces événements, ce qui n'est
pas fait par la corrélation linéaire par exemple. Ceci p&etfait seulement par certaines copules ayant un
indicateur de dépendance de queue a gauche non nul (cf.dlihgorie des Copulek

Les copules vont donc nous permettre de modéliser de mamibuste la structure de dépendance des
défauts.



CHAPITRE 4

CREDIT VAR

Nous avons étudié dans les sections précédentes les éimmtmentaux a la modélisation du risque de
crédit. Les probabilité de défaut, taux de recouvremenépeddance de défaut vont permettre de mesurer
le risque de crédit d'un portefeuille de créances. Pour, cedas devons maintenant définir une mesure
synthétique du risque pour capturer le risque de perte. ass déterminer alors une Value-at-Risk
spécifique au risque de crédit, appelée la CreditVaR.

Il nous faut tout d’abord caractériser la fonction de pdrtd’'un portefeuille de crédit pour un horizon
donné. Supposons que le portefeuille porte Bapntreparties ou firmes, qui n’ont qu’une seule créance
chacunén fine Le temps de défaut de la firmest notér;, le taux de recouvrement et le notionnek:;.
Nous n’intégrons pas, par souci de simplification, le factBactualisation des flux. Nous avons la fonction
de pertes du portefeuille de créances égale au terps

I I
Lt - ZL% = Zl’z(l — 5i)]1‘ri§t
i=1 i=1

avecL’ la fonction de perte associée a la contrepairtie

Nous utilisons les modélisations aléatoires étudiéestpigroment des probabilités de défaut, des taux de
recouvrement et des dépendancesidgsrtes pour simuler les pertes du portefeuille.

La CreditVaR est alors définie comme le quantile de prolighil{égale par exemple & 99%) de la fonction
de perteL; :

CreditVaRa) = inf{L : P[L; < L] > a}

Nous I'obtenons & partir de simulations Monte Carlo de l#rithistion de perte du portefeuille de crédit.
Nous simulons alorsV pertesL,;, comme somme des pertes sur chaque créance, et nous détesran
quantile de probabilité sur cesV pertes.

Exercice 8 Vous disposez de 2 créances, issues du méme secteur, de oténeeh1000 EUR et de
méme maturité 4 ans. La premiére est une obligation senidaube de recouvrement de moyertitg; et

de volatilité 15%, et la seconde est une obligation junior (ou encore subanéehde taux de recouvrement
30% et de volatilité25% ; il n'y a pas de dépendance entre les 2 taux de recouvremetter@iner la
CreditVaR a99% par simulations Monte Carlo, en modélisant le plus précisgénpossible la structure de
dépendance entre ces 2 créances.

Précisons que cet exercice est a but strictement pédagedizans la réalité, un portefeuille de crédit est
exposé a de nombreuses créances permettant une meillgersification. Dans le cas étudié ici, le porte-
feuille est composé de 2 créances du méme secteur : le rigpertk sera en conséquence relativement
important.
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CONCLUSION

Ce cours a développé une introduction a la mesure du risgereédit en étudiant précisément les probabilité
de défaut, taux de recouvrement et structure de dépendasathuts.

L'utilisation des copules pour modéliser le risque muétiges défaillances des émetteurs de créances prend
alors dans ce cadre tout son sens. En effet, la dépendancéfdess, qui sont des événements rares, ne
peut étre captée qu’'a I'aide de certaines copules adéqeatesn de la simple corrélation linéaire.
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