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OBJECTIF DE L’ENSEIGNEMENT

Ce cours de 25h est composé de 10 séances de 2h30 dont 4 sfmnoass magistral, 5 séances d’atelier
sur des projets en groupe, et pour finir 1 séance de bilan dggtgpet d'évaluation via un quiz.

Ce cours de Gestion de Portefeuille a pour objectif de dolaseclés pour comprendre et assimiler les
outils quantitatifs d’aide a la gestion de portefeuilleuPcela, 5 projets seront proposés pour des groupes
de 4 étudiants appliquant pour la majorité des techniquestdatives sur des données réelles a l'aide
du logiciel Excel et de la programmation en Visual Basic f@phcations (VBA). Le but est donc tres
opérationnel et permettra aux étudiants d’horizons diiessec, Cnam) de postuler a des métiers de gérants
de fonds, analystes produits, sales en Asset Managemestamssi dans les Banques de Financement et
d’Investissement.

L'aspect quantitatif est essentiel aujourd’hui en finareendrché. Ce cours présentera les fondements pour
gérer un portefeuille a I'aide de modéles quantitatifs m&sira pas la prétention de former des ingénieurs
guantitatifs. Néanmoins, les connaissances dévelopgéespt ce cours permettront d'utiliser certaines de
leurs techniques pour gérer les actifs financiers plus e#fitent.
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INTRODUCTION

Ce cours de Gestion de Portefeuille s’adresse a des étsidigarit des backgrounds quantitatifs diversifiés.
Pour intéresser autant les étudiants ayant des connagsshasiques en statistiques que ceux ayant une
formation en mathématiques poussée, nous avons pris ledpaaievelopper un cours faisant appel bien
entendu a la théorie mais sacrifiant ses hypothéses sajeesfrigoureuses, pour gagner, nous I'espérons,
en intuition pratique.

Le plan du cours reflete aussi cette exigence. Nous alloss@mmencer par des réflexions globales sur
la gestion de I'épargne financiére et la finance contempe@onr en comprendre les enjeux, pour terminer
par ouvrir la boite noire des problématiques du gérant paéarson portefeuille. Ce cheminement ne suivra
pas toujours la chronologie des découvertes de la recheoibietifique : par exemple, nous expliciterons
le Capital Asset Pricing Model (CAPM) avant les découved$larkowitz posant les bases du CAPM.

Le cours sera composé de 3 parties.

La premiéere tentera de faire acquérir les fondements alliatian du risque et de la performance des
portefeuilles gérés. A la fin de cette partie, il sera possild gérer un portefeuille, d’actions plus spéci-
figuement, a I'aide d’outils simples mais tres fortemenliaés en pratique. Outre cette premiere mise en
pratique, nous initierons la premiére partie en développaccinctement les enjeux de la finance moderne
et I'intérét toujours grandissant pour gérer efficacememnaktifs financiers.

Aprés avoir compris comment évaluer un portefeuille, il boir étudier la maniére dont on le crée. Tout
d’abord, il sera nécessaire de déterminer comment on aflotre investissement aux différentes classes
d’actifs a notre disposition. La deuxieme partie exposigaureusement certaines méthodes quantitatives
pour allouer une richesse de maniére efficiente. Trois ndétheeront présentées : I'allocation originelle de
Markowitz, I'allocation de Black et Litterman et I'allodanh par simulations Monte Carlo.

Aprés avoir défini une allocation optimale, il faudra réfiééhla stratégie financiere que le gérant pourra
développer, a savoir si l'investisseur souhaite couvriridgue pris ou au contraire faire le plus de per-
formance possible. Nous introduirons les techniques diasse de portefeuille ainsi que de création de
performance via des stratégies quantitatives dans lagnoéset derniére partie.

Enfin, la plupart des sections donnera lieu a un conseilquratile gestion de portefeuille.



CHAPITRE 1

RISQUES FINANCIERS ET
PERFORMANCE D'l NVESTISSEMENT

1.1 Capitalisme financier

Cette premiere section présente les évolutions du capitalfinancier depuis les années 70 a partir de trois
axes principaux : I'instabilité des marchés et I'utilisatide produits dérivés ; I'apparition des investisseurs
institutionnels et d'importants montants d’épargne atile a gérer; et le développement d’'une culture du

risque dans toutes les sphéres de notre sociéte, et erupartia sphére financiere.

Nous entendons par capitalisme financier I'évolution duteipme dans nos sociétés actuelles et dont
Aglietta et Rebériouxd] précisent les dérives. Depuis le milieu des années 70, reumbs’accordent

a dire que les marchés financiers ont fortement évolué avedigmdité de plus en plus abondante et
des marchés de plus en plus englobants, ainsi que I'agpadg fonds d’investissement dont le pouvoir
financier n'a cessé de croitre. La financiarisation actutdl&ééconomie a de grandes conséquences sur la
société elle-méme.

Avant d’en décrire les grandes lignes, explicitons sudeiment la définition classique d’'un marché finan-
cier : on considére souvent les marchés financiers comneildd rencontre entre capacités de financement
et besoins de financement. Traditionnellement, on réddiene celui liant épargne et investissement. En
effet, si les agents économiques assuraient entieremastidesoins de financement a 'aide de leurs res-
sources propres, les marchés financiers n'auraient autilité u

Voici un point de vue paru dans Ouest France le 17 octobre.2008

"Bon" et "mauvais” capitalisme

Nicolas Sarkozy s’est élevé a plusieurs reession pour exonérer la majorité des héri-
prises contre le capitalisme financier, composéges, si ce n’est tous, a I'aide des différentes
de "spéculateurs" et de "rentiers" pour se faidonations possibles. Or supprimer ces droits
le défenseur du capitalisme d'entrepreneurgieut favoriser la formation d’une société blo-

Qu’est ce que signifie vouloir en finir ave@uée de rentiers. Les milliardaires américains,
la capitalisme financier? Est-ce réalistetels Georges Soros, Warren Buffet, les héri-
Quelles en seraient les conséquences?  tiers Rockefeller entre autres, I'avaient bien

Il faut se rappeler qu'en aolt 2007, le chef dePMPpris en 2001 en s'opposant a Georges W.
I'Etat était & I'origine de la loi votée en faveurBUsh, qui alors voulait supprimer les droits

du travail, de 'emploi et du pouvoir d’achatd® succession. Ces milliardaires, ayant pour
(TEPA). Celle-ci a supprimé les droits de sud2€@ucoup construit leur fortune sur les mar-
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chés financiers, affirmaient par leur pétitiooe qu’on est convenu d’appeler la "liquidité"
gue I'enrichissement ne doit pas tenir de I'hgPayot)."

redlt(,a mais du mérite. “Pourtant Keynes ajoute que cette liquidité
Le débat entre les pourfendeurs et les admirgs; ngcessaire aux marchés financiers pour
teurs du capitalisme financier n'est pas réceifuils puissent exister et drainer des investis-
Les dénonciateurs de la spéculation, & I'orkements nouveaux. Liquidité signifie fluidité
gine de la d_eStab'“,S,at")n des r,narche’s finagas échanges. Ainsi il faut bien des acheteurs
ciers et ensuite de 'économie réelle, n'ont pagrsque tout le monde vend. Et ces acheteurs
attendu cette crise pour s'élever. Les chantrﬁé peuvent étre que des spéculateurs, ces in-
des marches financiers et de la spéculatiQ@stisseurs "éclairés” qui, selon Keynes, ont
qui optimise les échanges non plus. Alors AYSour objectif de "prévoir la psychologie du
penser? ] . o marché". L'attrait des marchés financiers se-
Un grand économiste qui a vécu l'autre grandgit réduit & néant si I'épargnant ne pouvait re-

crise, celle de 1929, peut nous éclairer. En efrer son argent quand il le souhaite, car dans
fet, Keynes développe une analyse subtile @@ cas, il le placerait ailleurs.

la spéculation dans le chapitre 12 de la Théo- e ,
fie Générale de 'Emploi, de Intérét et de pposer deux capitalismes n’est donc pas une

la Monnaie. Outre le fait d'étre I'un des plussolution. La spéculation malgré ses aspects

grands économistes du XXéme siécle, Keyng (?qL;_ants, _peuth avere_z(; ’tres utile aux :cr|1a -
était aussi un fin spéculateur. Son analyse §8° NANCIETS. La considerer comme un fleau
la spéculation et de son impact sur réconomperait contre-productif. Cela reviendrait a ban-
n'en est que plus intéressante. Il définit cetfdr les marchés financiers, tout de méme utiles

activité de maniére peu glorieuse. Quelqu@é‘x investissements de nos économies.

extraits suffisent pour nous en convaincreEn revanche, définir un code éthique du spé-
"[Les spéculateurs] se préoccupent, non dedalateur au niveau mondial qui I'obligerait &
valeur véritable d'un investissement pour ureverser une partie de ses bénéfices a la lutte
homme qui I'acquiert afin de le mettre en poreontre d’autres fléaux comme la faim dans
tefeuille, mais de la valeur que le marché, sols monde, les maladies, la pollution ne serait
l'influence de la psychologie de masse, lui apeut-étre pas inutile... en évitant de supprimer
tribuera trois mois ou un an plus tard. [...Ja sacro-sainte liquidité, ce que la taxe Tobin
Telle est la conséquence inévitable de I'exisur les transactions monétaires est malheureu-
tence de marchés financiers congus en vue sEment susceptible de détruire.

1.1.1 Evolution dans les années 70
Croissance de la liquidité et des transferts de risque

Les années 70 sont caractérisées par I'apparition de fotegtitudes financiéres : I'inflation s’accrit, en
méme temps que le développement de la volatilité des tansi, @i'une importante instabilité des taux de
change et des produits énergétiques avec les deux choobgrsfret enfin 'endettement croissant des pays
en voie de développement. Ces événements se sont accorspiagme croissance des marchés financiers
pour faciliter les transferts de risques entre entrepaseStats. Ces derniers ont eu pour conséquence une
augmentation de la liquidité, via la multiplication des ofa#s de dérivés.

Remarquons que ce mouvement est inverse a celui d’apréséader 1929, qui avait vu Roosevelt suppri-
mer les marchés de dérivés. Comment expliquer cette éonl@til faut rappeler que les crises financieres
aboutissent en majorité a des crises de liquidité. Celapgatya par 'image d’Epinal des épargnants pris
de panique allant retirer leur argent en faisant la queuarddes banques lors de crises comme celle de
1929 par exemple. Une crise financieére peut avoir de mudtipeises, qui sont souvent des bulles spécu-
latives, mais se termine toujours par un défaut de liquielitdonc la faillite de firmes, d’Etats ou encore
de ménages. Le fait de faciliter les transferts de liquidiééles produits dérivés permet d’éviter la conta-
gion a toutes les entreprises d'une méme place financietes Butils développés dans les années 70 ont
permis aussi de faciliter leur échange : évaluation d’'uhpzal Black et Scholes et amélioration des outils
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informatiques entre autres.

Il en est ainsi également de la crise des subprimes de I'é@é 26uite a la faillite de ménages américains
sur-endettés dont les emprunts se retrouvaient dans deseuiltes de crédit sophistiqués dans les banques
internationales, il devint difficile de trouver des achesede ces produits devenus alors illiquides. Sans
I'utilisation de produits assurantiels et I'interventides banques centrales ajoutant de la liquidité sur les
marchés financiers, peut-étre que la crise aurait eu, ercasuau début, des conséquences encore plus
graves.

Mais cette remarque en implique une autre sur l'autre fadadas des marchés financiers autrement moins
souriante : la facilitation des transferts de risque a étérfs€e par des produits dérivés et des innovations
financieres complexes contigués, augmentant les appésitspeculateurs y trouvant des sources de profit
simples et rapides. Ces produits dérivés ont ainsi certamipaine croissance de la liquidité nécessaire
pour éviter la faillite, mais I'opacité les accompagnantugraenté les risques sous-jacents, en facilitant
la spéculation et l'instabilité financiére. La crise de @008 est entre autres causée par un manque de
confiance dans les produits de crédit complexes, innovaaisdifficiles a évaluer. La bulle spéculative sur
les prix des matiéres premiéres du printemps 2008 est awadatrice de I'appétit des spéculateurs a faire
des profits rapides. Ceci explique certainement pourquosBeelt avait voulu la suppression des marchés
de dérivés dans les années 1930.

Sur la crise des subprimes, voici un point de vue paru danst@®uance le 3 octobre 2008.

Un an apreés la crise des subprimes

Avec le recul de I'année passée, peut-on faifmanciers. Ainsi s’est opérée une dissociation
l'analyse de la crise financiere des "sulkentre la distribution du crédit et la gestion de
primes", ces crédits immobiliers accordés awson financement.

ménages américains modestes et peu SManue de transparence

vables? Et comprendre comment on a , . .
P IOlyresentons ce mécanisme complexe de ma-

aboutir & I'lmplosion du capitalisme ﬁnan-Iaiére plus simple. Une banque américaine va
cier que décrit Paul Jorion (Fayard), et que . . ) . .
q (Fayard) 9 réter a chacun de ses 100 clients 100 mille

confirme la mise en faillite de Lehman BroP ; .
thers ? dollars pour acheter une maison. Parmi ces

100 ménages, certains ont acheté une maison
Tout d'abord, la conjoncture économique gvec piscine de 300 fren Californie avec des
été, aux Etats-Unis en particulier, trés favaevenus insuffisants : ce sont ces ménages que
rable ces derniére années : un taux d'emprurdn appelle les emprunteurs " subprimes ",
bas et un marché de I'immobilier en tres fortgittérgﬂement "en dessous" des emprunteurs
hausse. Et comme souvent dans ce cas, &fivables dits "prime"). Mais comme ils ont la
gens perdent la mémoire et pensent que si ggssibilité de rembourser seulement les inté-
monte, ¢a va continuer de monter. Lorsquets, variables la plupart du temps, pendant la
I'on ajoute une culture de fort endettemenpériode du prét et le capital in fine, la lourdeur
propre aux americains notamment, les chos@s I'emprunt est amoindrie. En outre, avec un
se compliquent. En effet, un américain, lorssien qui ne perd pas de sa valeur, 'emprun-
qu'il recoit 100, dépense 101 : d’une part iteur pourra rembourser & I'aide de la revente
n’épargne pas et d’autre part il emprunte.  de sa maison. Cette logique est viable lorsque
C'est ici quintervient la responsabilité dedes taux sont faibles et que le marché de I'm-
banques et des instituts préteurs qui ont abuB@Pilier ne chute pas.
d’'une part de préts a des ménages non sblais revenons a la banque américaine. Elle a
vables et d’autre part s’en sont déchargé sune créance de 10 millions de dollars. Au lieu
d’autres investisseurs, via la sophistication die supporter ce poids de dette, elle va don-
la titrisation. Une technique qui consiste aer la "patate chaude" a d’autres investisseurs
transférer a des investisseurs des actifs, téles fonds de pension, les fonds spéculatifs,
gue des créances, en les transformant en titk@sre méme le gestionnaire d’'une SICAV mo-
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nétaire d'une banque francaise). Ainsi, le pr&méricains qui se croyaient étre devenus pro-
fait a ces 100 ménages, dont certains "supriétaires se sont retrouvés a la rue.

primes"”, se retrouve étre supporté non plus pgé probléme non résolu & ce jour est le
la banque américaine mais par de multiplefanque de transparence des marchés finan-
acteurs disséminés partout dans le monde. kigrs. En effet, c’est sur leur opacité que se
dilution des 10 millions de dollars semblesont fait la valeur des contrats titrisés réali-
étre la garantie a la non-perte de ce capigs ces derniéres années. Leur valeur aurait
tal. Lavantage pour les investisseurs est qu'ilfue étre beaucoup plus faible si I'évaluation
perr;oivent alors un taux d'intérét éleve. Cadvait pris en compte le risque de baisse de
lorsque I'on préte a des individus sans fort c&immobilier. Il faut donc éviter de penser que
pital, on leur demande un taux d'intérét pluge pire est toujours derriére nous lorsque la
élevé. Ce systeme satisfaisait tout le mondgonjoncture s'améliore. Cela évitera peut-étre

Seulement lorsque les taux ont monté et quede croire que I'on peut faire de I'argent sans
marché de 'immobilier a chuté, les ménageasiéer de valeur.

Capitalisme actionnarial et apparition des "zinzins"

Outre la croissance de la liquidité et des transferts deeidgs années 70 voient I'apparition d'une nouvelle
forme de gouvernance des entreprises. Le capitalisme r@aabga ainsi étre détroné par un capitalisme
ou le contrdle et la propriété (Berle et Mead$) [ne sont plus séparés, ou peincipal, I'actionnaire, va
pouvoir avoir un contrble surdgent le manager. Ainsi, la capitalisme va devenir actionnatdloutsider
gu’est I'actionnaire va avoir un impact tres important sugbuvernance d’entreprise et sun$ider que
représente le manager. Le capitalisme actionnarial aftnané en profondeur nos entreprises en réduisant
I'asymétrie d’information existant par définition entrepipriétaire de la firme et son dirigeant.

Cette évolution de I'actionnariat est favorisée par I'aftfzn de nouveaux acteurs collectant une épargne de
plus en plus importante : les investisseurs institutiomnel "zinzins". Ce nouvel actionnariat va prendre de
nombreux visages : fonds de pension, mutual funds (fondsreom de placement), hedge funds, assureurs
ou encore les fonds souverains, dont les activités fontu&dité récente.

Les conséquences sont autant sociales qu’économiquegekseprelate en effet tres régulierement les
décisions des actionnaires délocalisant les industriegxemple pour diminuer les colts et augmenter
la valeur actionnariale de I'entreprise. Nous étudierdus pas la définition de I'action comme instrument
financier et nous comprendrons la relation proportionregitee la valeur de I'action et les bénéfices pouvant
étre retirés d'une firme : plus les bénéfices anticipés samgdrtants, plus I'action augmentera sa valeur.
Nous comprenons donc pourquoi lorsque des licenciementasooncés, la valeur de I'action augmente.
Et ceci n’est pas d0 a la malveillance des actionnaires meis &olonté de maximiser leur investissement
dans la firme : une vague de licenciements réduira les coatgyatentera les bénéfices futurs. Tout le débat
est alors de savoir si ces colts a court-terme n’auraierntypése aussi des bénéfices a long-terme... Mais
aujourd’hui le bénéfice social n’est pas intégré dans lawaletionnariale.

Mais revenons aux "zinzins". lls ont aujourd’hui une épargansidérable a gérer. Ce besoin nécessite une
professionnalisation de plus en plus importante des tgceside gestion. L'intermédiation est alors rendue
nécessaire par I'asymétrie d’information qui existe entigoarticulier ou un fonds de pension et le gérant
professionnel. Et cette gestion doit intégrer deux olegiaradoxaux : ne rien perdre tout en gagnant le
plus possible! Cette double exigence va demander, outr@ninde de plus en plus accru sur la gouver-
nance d’'une entreprise, le développement d’outils quaiftitaidant a la gestion efficace de cette épargne
satisfaisant au mieux le client, qui vit dans une sociétélde gn plus imprégnée par la maitrise du risque.

Voici un point de vue paru dans Ouest France le 3 novembre.2008

Les fonds, nouveau visage du capitalisme financier

Depuis le début de la crise financiere, on a évoqué des presgsdition hasardeuses des
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banques qui leur ont fait perdre des somméss fonds de private equity® ont fait leurs
gigantesques. Une des raisons a ces déroytesmier pas en France avec par exemple
est I'éloignement des banques de leur mBachat du PSG par Colony Capital, ou en-
tier historique, qui est de financer I'économig;ore Legrand par KKR et la famille frangaise
vers celui d'investisseurs plus agressifs, qiffendel. Ces fonds vont investir dans des en-
sont souvent appelés "fonds". Or cette déntreprises non cotées ou des entreprises cotées
mination englobe une diversité d’acteurs. qu'ils retirent de la Bourse. lls deviennent les

Un fonds est une société ayant du capital fRropriétaires de ces entreprises et leur objectif
nancier a gérer pour le compte d’autres indfst de rationaliser la gestion, 'améliorer, pour
vidus ou institutions. Ces sociétés créent alol@s revendre avec une plus-value importante.
un ou plusieurs fonds qui vont investir danPour en devenir propriétaire, ces fonds font
une entreprise ou dans des titres financiers. Rapel & des emprunts colossaux. Les fonds de
abus de langage, on dénomme le tout, la seension peuvent faire partie alors des préteurs
ciété de gestion, par sa partie, le ou les fondpotentiels a ce type d’achat, appelé LBO : Le-

Tout d’'abord, lesfonds de pensionles plus Verage Buy-Out. En misant peu de sous et en
décriés, détruisant ici des emplois, rapportafftalisant une large plus-value, ces fonds ont
la-bas (c’est moins vrai) de belles pensior@tiré de nombreux investisseurs avides de ren-
aux retraités. Ces sociétés sont des collectedgmnents importants. L'enquéte passionnante
d’épargne pour la retraite de leur client. EAe Godeluck et Escandees pirates du Capi-
France, la retraite est en majorité issue dalisme(Albin Michel, 2008) en explique le
principe de répartition, c’est-a-dire que la gdonctionnement.

nération au trqvail paye la retraite des plus des seconds fonds "agressifs" sées fonds

60 ans. Aux Etats-Unis, la realité est autrespéculatifs qui ne vont pas agir hors de la
chacun épargne durant son travail pour sa Bourse, mais au contraire utiliser les anoma-
traite. Et cette épargne est collectée par des $ies de prix des actifs financiers pour créer de
ciétés travaillant a faire fructifier le plus posta performance. Ils peuvent aussi s'intéresser a
sible sans perdre I'argent de leurs futurs rgendre plus performant le management d’une
traités. La somme détenue par ces fonds eitreprise en achetant une minorité d’actions
colossale. Le probléme est que dans 20 ansetéen poussant de maniére agressive le mana-
cause du papy boom, il y aura plus de retraigement & se transformer lors des assemblées
d’argent que d’entrées ce qui pousse ces fongénérales.

a demander une performance de leurs invest
sements plus importante.

Serniere catégorie de fonds, lEsds souve-

. rains : ils ont I'apparence de fonds de pension
Les nouveaux agressifs mais sont beaucoup plus opaques sur leurs in-
Pour créer de la performance, plusieurs soci@ntions. lls se sont développés a l'aide des
tés proposent leur service, les fonds de pefortes réserves d’argent que les Etats expor-
sion déléguant la gestion active de leur argefi@teurs ont pu accumuler, soit par le pétrole,

Tout d’abord, lesonds mutuelssont les plus COMme la Norvege ou les Emirats Arabes
traditionnels : ils investissent sur les marchédniS, Soit par les biens de consommation
avec les outils classiques (actions, obligation§XPOrtes et les réserves de change induites,
et une certaine expertise mais un controle dé8Mme la Chine. lls ont éte ces derniers mois
risques les amenant a ne pas faire n'imporfi€ grands pourvoyeurs de liquidite en inves-
quoi. En France, ce sont les SICAV (Société§5a_nt dans les banques affaiblies par Iffl crise.
d'Investissement & CApital Variable) ou enEt Nicolas Sarkoz_y vient de lancer la création
core les FCP (Fonds Communs de Placemefliyin fonds francais.

que les banques proposent par exemple ke développement de ces nouveaux acteurs
sein d’'un PEA (Plan d’Epargne en Actions)est lié a la crise que I'on vit actuellement :
Leur gestion classique subit de plus en plus lame épargne excessive investie dans des actifs
concurrence de gestionnaires plus agressifsexistants et non innovants, comme I'immobi-

1. "Private equity" s'oppose en anglais a "public equityl'gjgnifie "capital issu de la Bourse", donc public par la éangforma-
tion diffusée sur les entreprises cotées.
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lier, créant alors une bulle. Et les banques gsastreuse. Non pas parce que ces acteurs sont
ont voulu participer a cette euphorie en cgétris de mauvaises intentions mais parce qu'il
piant les fonds spéculatifs par exemple ont puanque des contre-pouvoirs a ces fonds qui
perdre énormément. éviteraient de les rendre trop puissants. A
Ces nouveaux acteurs du capitalisme peuvéitand la mise en place d’'une Organisation
peser sur nos économies de facon parfois ddondiale des Marchés Financiers ?

1.1.2 La culture du risque dans nos sociétés contemporaines

En finance, les crises boursiéres ne viennent pas juste atajpge. Les deux précédents siécles en sont
emplis. La considération du risque sur les marchés finaneiesa modélisation, sa mesure et sa gestion
sont pourtant plus récents. Les crises des années 90 (BahNmag\West, LTCM) pourraient expliquer le
besoin qui s’est fait ressentir & ce moment-la de s'intérgslsis rigoureusement depuis 20 ans au risque
avec notamment la mise en place du Comité de Bale permettardgiiler les activités des institutions
financieres.

Une autre raison peut étre aussi a chercher dans les praga@sglis dans la puissance des outils informa-
tiques ainsi que ceux faits en mathématiques a commenckrmaeing du call européen de Black-Scholes.
Néanmoins, nous ne pensons pas qu'il n’y ait que cela. Il faut le comprendre ne pas se concentrer
seulement sur la sphére financiére mais étudier les évotutie la société dans sa globalité. En effet, la
mutation de nos sociétés occidentales ces 20 derniéressapagvent aussi étre un élément d’explication
gu’il ne faudrait pas négliger. Et cette mutation, factesgemtiel de I'évolution actuelle des marchés finan-
ciers, est 'émergence d’'une société du risque.

Le mot risque a pour étymologie le latiesecunsignifiant "ce qui coupe" et caractérisant donc une menace.
Ce mot est apparu dans son sens actuel au X1V siecle dansigamases maritimes italiennes. Aujourd’hui,
ce terme se retrouve dans presque tous les événements chigmbumos sociétés allant des risques techno-
logiques, écologiques, sanitaires a la circulation autmlaet a I'insécurité de nos villes.

Pour appréhender ces risques, les experts chiffrent lexgedaPatrick Peretti-WateB()] illustre cela a
I'aide de I'épisode de I'explosion d’un réacteur chimiquedguisant des herbicides a Seveso en ltalie le 10
juillet 1976. Les dangers sur les femmes enceintes n’é@nnpggligeables, les habitants voulurent alors
absolument savoir quel était le pourcentage de femmes pbavair des séquelles. Des situations similaires
dans le passé n’existant pas, il sS’avérait impossible datifiex ce danger. Or les habitants demandaient de
maniere insistante un chiffre, qu’a fini par leur donner upegkavec le pourcentag®%. Malgré le peu

de fondement que représentait ce chiffre, il rassura leidrasb.

Ainsi, pour maitriser un danger, le fait de le quantifier petae le gérer méme si dans certains cas le chiffre
donné ne signifie rien car la situation n’est pas probakilesaeretti-Watel décrit I'exemple du patron de la
marque de whisky Cutty Stark qui avait proposé une énornmmpense a celui qui découvrirait le monstre
du Loch Ness. Bien sir celui-ci n’existe pas. Mais certaienpar paranoia, il se couvrit de la découverte
de ce monstre en souscrivant une assurance chez Lloyd'sirha de cette assurance a d( étre difficile &
déterminer sachant qu’elle se fondait sur un événementdsilple.

Enfin, pour gérer les risques, il faut faire des choix palidg. En effet, de nombreux seuils vont étre
déterminés pour savoir si une situation présente un dang@as. Il en est ainsi de la détection de la
trisomie par amniocentése qui demande des examens tréls joour la femme enceinte et assez risqués :
des méthodes de dépistage sanguin ont pu étre développgsveaiune incertitude. Le seuil défini est
donc issu d’un choix politique d’une responsabilité impate. A la fin des années 80, ce principe du seuil,
sous-jacent au principe de précaution, a connu un fort suété&e principe a été fortement développé dans
de nombreux domaines comme la santé, I'environnement,Hétigigie, la sécurité au travail ou encore la
finance : ainsi le comité de Béle a défini les premiers accoedgglementations bancaires Bale | en 1988
a l'aide d'un ratio déterminant un montant de réserve paaneaux institutions financieres de se couvrir
contre un risque de perte élevée. La difficulté fut alors dimilé€e montant ou ce seuil de perte potentielle.
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Ces différentes réglementations sont donc difficiles a tifimmscientifiquement car fondées sur des proba-
bilités extrémes. Le ratio du comité de Bale subit une incel relativement importante. Et ces régulations
ne permettent pas d’'éviter toutes les crises : durant '@ 2la crise des subprimes n’a pas pu étre évitée
malgré les précautions normalement édictées. Mais comméckessité de la mesure, nous I'avons vu, est
essentielle d'un point de vue sociétale, il faut en accdptelimites. La science a tout de méme progressé
et applique aujourd’hui les résultats de théories prolsibd (théorie des valeurs extrémes, théorie des co-
pules) pour obtenir des mesures des risques extrémes @cisgs. Malheureusement, ces techniques ne
sont pas encore assez développées.

Nos sociétés contemporaines ont donc développé une impartalture du risque. Selon Gidderid],

le risque est mobilisé par tout individu comme mode de remasion du quotidien. La société est en
effet davantage orientée vers le futur et moins ancrée @apadsé et les individus mettent en oeuvre une
rationalité probabiliste pour évaluer les conséquencésuds actions. Le futur devient donc un territoire a
coloniser.

Beck [3], un autre sociologue travaillant sur ces problématigaasontré les évolutions de I'individu de
nos sociétés : il doit se projeter dans le futur en essayale dentroler et en refusant le déterminisme.
La société industrielle traditionnelle était caractégipar le lutte souvent collective contre la pauvreté et le
déclin. Aujourd’hui, I'individu est livré a lui-méme faisaface a une multitude de risques.

Les marchés financiers sont aussi le miroir de cette cultunésdue imprégnant nos sociétés contempo-
raines. Les krachs boursiers font peur et peuvent afféetésience de tout un chacun. En outre, les agents
de ces marchés "créent le futur qu'ils tentent de coloniseldn Peretti-Watel : effectivement, entretenant
eux-mémes la volatilité des marchés financiers, ils cr@sntisques financiers imprévisibles qu'il leur fau-
dra évaluer et gérer.

Voici un point de vue paru dans Ouest France le 16 décembi& 200

Climat, finance, méme combat

En attendant 'engagement de I'’équipe Obanmaimes, c’est parce-que le risque de baisse de
dans la lutte contre le réchauffement climda valeur de I'immobilier était percu comme
tique, la conférence de Poznan a montré gimaprobable. Aujourd’hui, ces deux percep-
les bases d’un accord international étaient difions se sont inversées.

ficile a réunir. Pourtant, nos sociétés avaient développés de-
Or les erreurs a 'origine de la crise financieérpuis la fin des années 80 (le livre de Beck
doivent nous convaincre de I'urgence a mettrgublié en 1986La société du risque : sur
en place des mesures courageuses contrdalesoie d’'une autre modernitést trés éclai-
changement climatique. Ces erreurs ont déjant) une perception réelle du risque collec-
été énoncees : désengagement de I'Etat protif-a la suite de drames, comme Tchernobyl,
dence, laisser-aller sur les marchés financiea, d’'un point de vue financier, apres le krach
exces d'innovations financiéres ne créant pd®ctobre 1987. Les politiques avaient mis en
ou peu de valeur, endettement excessif, spéqlace de régulations.

lation non régulée. Une idée relie ces évo“fjans le domaine financier, les premiers ac-

tions : celle d’'une faible perception du risQUE., 4s de Bale ont vu le jour en 1988 avec

Si par exemple les responsables ont laisEébjectif affiché d’éviter la contagion de
I'Etat providence disparaitre peu a peu, c'efillites bancaires a tout le systeme financier,
entre autres a cause d’'une perception de I'aven contraignant les banques a conserver une
nir sans embdches : sinon, pourquoi se doteartie de leurs fonds propres en réserve. Mal-
d’'un systeme de redistribution des richességureusement, on constate I'échec de ce sys-
performant, car la pauvreté serait un risquéme de régulations. Pourquoi ? Car la percep-
éloigné ? Autre exemple : si les préteurs améen aiglie du risque développée dans les an-
ricains ont été généreux avec les ménages suiées 80 a été délaissée au profit des rende-



12

ments a court-terme, proposés par les innovde fonds propres des banques lorsque I'envi-
tions financiéres des années 90, ainsi que caaxnement économique est favorable (rende-
des bulles technologique et immobiliére dement bon et perception faible du risque) pour
années 2000. pouvoir la diminuer dans le cas contraire (ren-
Ce qui empéche de percevoir le risque, c’egement mauvais et perception forte du risque).
la rentabilité attendue. En finance, on a I'hd>e telles regles auraient permis aux banques
bitude de parler de couple rendement-risqu# moins participer a la bulle et de pouvoir ré-
pour dire que le risque évolue avec le rend@ondre aux pertes actuelles sans faire appel a
ment. Le probléme, trés bien décrit par FrdEtat.

déric Lordon dans son dernier livieisqu’a Revenons au changement climatique. La per-
quand ? Pour en finir avec les crises finaneeption des risques est encore faible, alors que
cieres est que le risque se mesure seulemedss rendements retirés de la consommation du
aprés qu'on a réalisé l'investissement : il egtétrole par exemple sont élevés pour nos so-
difficile en effet de prévoir le risque encouruciétés. Il apparait urgent que les politiques dé-
Lauteur va jusqu’a affirmer que "le contrdldfinissent des regles plus volontaires d’écono-
des risques est une chimeére". mies d’énergie, certes contraignantes aujour-
Dans les banques, évaluer le risque engagé @i, mais qui nous permettront d'éviter le
complexe; c’est néanmoins possible si I'opire dans quelques années. Forcer les banques
comprend que risque et rendement sont de@xmoins investir d'argent pendant la bulle au-
notions non reliées dans le temps : le rendesit été salvateur... Et c’est le réle du Politique
ment est une notion de court-terme et le risqe définir les conditions nécessaires aujour-
une notion de long-terme. Admettre cela pee’hui pour bien vivre ensemble.

met de poser des régles : augmenter la réserve

Risques Financiers et Performance d’Investissement

Conseil pratique de gestion

Cette introduction aux enjeux de la finance contemporainmenpede mettre en évidence la nécessité
gérer efficacement I'épargne collective en insistant suridque pris. Le premier conseil de gestion ¢
donc d’étudier rigoureusement le contexte économique @it an recul sur les différents acteurs de
finance, les outils a disposition, et I'incertitude inhéea tout projet d’'investissement.

de
st
a
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1.2 Mesurer les risques financiers

Nous allons dans cette section nous intéresser a la mestisgjda et plus précisément le risque de marché.
Trois risques principaux peuvent étre distinguer en finateenarché : le risque de variation d’'un actif
financier (risque de marché), le risque de défaillance diaetteur de dette (risque de crédit), et le risque
induit par des opérations de marché comme les erreurs de, $assfraudes, etc. (risque opérationnel).
Cette section sera dédiée a la mesure du risque de variatipn>dd’'un actif et plus précisément, pour
des raisons pédagogiques, a celui de I'action. Nous défimitaction et déterminerons I'évaluation de son
prix. Notre intérét se portera alors sur la prime de risque®eée au prix de I'action. Deux voies seront
alors explorées pour mesurer le risque de variation : lesilsiétés de la prime de risque a des facteurs de
risque et les mesures synthétiques du risque de variatipnixid’'une action.

1.2.1 Evaluation d’une action

Une action est un titre de propriété représentant une dmrachii capital d’'une société. Généralement, cette
valeur mobiliére est cotée en Bourse et a une liquidité nlnment assurée. En outre, elle confére a son
acquéreur des droits sur I'entreprise, étant donné qu'dexent propriétaire. Une action donne droit a un
vote au sein de 'assemblée générale des actionnairesdearstte assemblée, il est discuté de la gestion
de I'entreprise pour laquelle les actionnaires sont resgioles.

Nous pouvons distinguer pour un actionnaire ses droits taoeé de ses droits non monétaires. Pour les

premiers, nous avons principalement :

— Le droit au dividende : le solde bénéficiaire des compteselsrd’'une entreprise, égal aux recettes aux-
quelles on soustrait les charges, est réparti entre les/eSsee la société, servant a son autofinancement,
et les dividendes, affectés aux actionnaires. Ceux-ci gariables puisqu’ils dépendent des résultats
d’'une firme. Ce dividende peut soit étre payé a I'actionrgoittransformé en actions nouvelles gratuites.
Le payout ratiocorrespondant au ratio entre les dividendes et les bénéfateest variable suivant les
sociétés : celles de secteurs matures vont distribuer digieddes plus importants que celles de secteurs
en croissance, qui veulent croitre plus rapidement etalldanc plus de capitaux a I'investissement.

— Le droit sur I'actif social : les actionnaires ont un draibportionnel a la quantité d’actions qu'ils pos-
sédent sur le patrimoine de I'entreprise, déduction faite detted. Ainsi, lors d’une augmentation de
capital, les actionnaires ont une priorité sur les actians/allement émises.

Pour les seconds, nous pouvons distinguer :

— Le droit a I'information : ils ont acces a tous les documenstatifs a 'activité et aux résultats de la
société.

— Le droit de vote, permettant lors de I'assemblée généralaalle de fixer les dividendes, prendre des
décisions de gestion, délibérer sur les comptes de la éociét

— Le droit d’exercer en justice : les actionnaires mécostelat la gouvernance de l'entreprise peuvent
poursuivre les administrateurs en justice. Précisons gaederniers, élus par les actionnaires lors de
I'assemblée générale, nomment le directeur général qucaange la gestion de la société.

Evaluation comptable
Pour évaluer une action, nous avons tout d’abord la valemptable simple, appelée valeur boursiére ou
de marché :

Capitalisation Boursiére

Action = - -
Nombre total d’actions existantes

Cette valeur est évaluée sur le marché par les différengsiiactiui estiment la valeur de I'actif net de la
firme.

2. Lors d’'une faillite, les actionnaires ne sont dédommagé&spgés remboursement des créanciers qui sont prioritaires.
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Comment ces derniers estiment la valeur de la firme ? Le posebévaluation peut étre modélisé a l'aide
de la théorie de I'efficience des marchés que nous décrieans i

Efficience des marchés financiers

La théorie des marchés efficients a atteint son point d’acné th recherche financiere autour des années
70. C’est au méme moment la prédominance de la théorie defpatibns rationnelles en Economie. Cette
derniére est en partie née de l'insatisfaction croissas®antie par de nombreux économistes a I'égard des
anticipations adaptatives développées par Milton Friesdma

En 1960, John Muth avance que la prévision des agents esaitparsans étre forcément exacte ; elle
est fondée sur des lois de probabilité effectivement ssiiper les phénoménes étudiés. Si des erreurs se
produisent, elles ne peuvent pas étre systématiques car 8 agents rationnels s’en apercevraient et
l'integreraient dans leurs calculs.

Les anticipations rationnelles supposent I'équilibrenpenent et I'autoréalisation de la croyance des agents.
Le concept d’autoréalisation signifie que I'agent représéaconomie sous la forme d’un modéle, ce der-
nier étant a I'origine d’'actions q@ngendrentes situations qu’il décrit. Ainsi, les croyances des agjeté
type walrassiens, sont-elles considérées comme un pasaquet se donna priori le modélisateur.

Robert Lucas introduit I'hypothése des anticipationsoraikelles au début des années 70. Les grands cou-
rants de pensée économique, les nouveaux classiques, hesamstes et quelques keynésiens ont adopté
cette théorie.

Cette revue rapide de la théorie économique de cette péidi@portante pour comprendre I'engouement
de I'introduction des mathématiques (c’est en effet a ce emdraussi que Black et Scholes, en 1973 plus
précisément, font I'hypothese que les évolutions des pe attifs suivent une marche aléatoire) et des
prévisions parfaites en théorie financiere, sur lesquséidsende la théorie de I'efficience.

En effet, 'Hypothése d’Efficience des Marchés (HEM) finansiénonce I'idée que les prix spéculatifs
des actifs (comme les actions) incorporent toujours et f&t®n la meilleure information des valeurs
fondamentales (prévision de bénéfices, etc.) et les éuvahlities prix ne sont dues qu’'a des changements
dans cette information. Linformation peut prendre diéétes formes (série des prix passés, information
publique ou privée), mais dans tous les cas, elle est eméreet instantanément intégrée par les prix.
Dans les années 80 et 90, des doutes ont commencé a pointhgpothese d'efficience et les modéles tra-
ditionnels d’évaluation des actifs, tels le Capital Assa@tiRg Model (cf. sectiorl.2.2. Mais, les chantres

de cette derniére avancaient et avancent toujours queticétige a certes, comme toute théorie, des hypo-
théses restrictives mais elle permet d’appréhender auxtiigivers des marchés financiers; les écarts a
cette théorie ne sont que des anomalies. Parmi ces anomalisspouvons citer la présence sur les marchés
actions d'autocorrélations positives et stables entredebilités d’aujourd’hui et celles du passé proche
(phénoméne de momentum), ainsi que des autocorrélatigadivess dans le long terme (phénoménes de
retour a la moyenne des prix).

Fama [L3], auteur d’'un modéle plus raffiné d’évaluation des actifagdie cadre de I'efficience (modele
de Fama-FrenchlH], cf. sectionl.2.2, énonce bien I'enjeu : "Suivant la loi traditionnelle deSeience,
I'efficience des marchés peut étre seulement remplacéampaeilleur modele". Et ce dernier doit satisfaire
des critéres rigoureux : "il doit spécifier ce qui dans la psyagie de I'investisseur permet d’expliquer
simultanément les causes de sous-réaction a certainsdifpe@nements et de sur-réaction a d’autres. [...]
Et la théorie alternative doit avoir des hypotheses rigasgenent définies, elles-mémes potentiellement
rejetables par des tests empiriques".

Des auteurs sont ainsi parvenus a I'élaboration de cadéesitfues ou les anomalies de I'efficience des
marchés y sont les fondements, comme les phénomenes de souséaction a la diffusion de I'informa-
tion par exemple. Nous n'allons pas les étudier ici maissatilleurs résultats pour créer de la performance
dans la sectioB.3
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Valeur fondamentale d’'une action

L'HEM stipule que le prix observé d'un titre financier, quel’iqsoit, est égal a sa valeur fondamentale,
définie comme le flux des revenus futurs actualisés auquigldedbnne droit. Ainsi, en supposant que les
dividendes integrent toute I'information sur les fondataems économiques du cours des actions, la valeur
Vg du titre de la sociétéest définie par la somme actualisée de ses flux futurs gémésétyidendesD;,
jusqu’a la fin de sa vie (considérée comme infinie) :

’ (L4 rs+p)

t=1

avecry le taux sans risque et la prime de risque nécessitée par la firmeette derniere est égale en fait
a la rentabilité de I'action a laquelle on soustrait le taamssrisque.

Nous verrons dans la sectidn2.2 qu’elle peut étre expliquée par des facteurs de risque ésaur le
marché sur lequel est traitée I'action correspondanteéefiicience des marchés est vérifiée, ces derniers
expliqueront totalement la prime de risque de I'action etdeeurV; définira le juste prix odair price de
l'action.

En effet, si la prime de risque est intégralement expliqudgs facteurs de risque, le marché I'évaluera de
maniére juste. Dans le cas échéantrie prime de risque sera soit plus faible soit plus élevée gue cel
pricéepar le marché, ce qui signifiera que la valeur fondamentake s@t plus élevée soit plus faible et
donc I'action sera soit sous-évaluée soit sur-évaluée.

Et dans ces cas, des possibilités d’arbitrage et de créer plerformance se présenteront donc. Nous re-
viendrons plus précisément sur ces mécanismes d’'arbiti@gela suite du cours.

Une précision importante est a faire sur ce point. Il fautféat souligner que la prime de risque est équiva-
lente (au taux sans risque prés) au codt issu de la détenticayital. Ce colt estix-ante et donc pas encore
réalisé. Si le colit obseryé#®s se révele sur-évalué par les acteurs du marché par rappeotiathéorique
p™, alors il va diminuer pour tendre ver¥', ce qui va faire augmenter la valeur de I'action et donc la ren
tabilité ex-post Le colt du capital s’assimile donc (au taux sans risqué grase prime de risquex-ante

et la rentabilité de I'action (au taux sans risque prées) auimee de risquex-post Malheureusement, dans
la pratique, les deux primes de risque sont confondues cadiedu capitakx-anteest difficile a estimer
(cf. modéles a facteurs de risque, sectloP.2. On suppose donc que la rentabilité historique révelei auss
le comportement futur du co(t du capital. Si aujourd’hupiiene de risquex-postest sur-évaluée, le colt
du capitalex-anteappliqué pour I'actualisation sera sur-évalué, diminukenac pour obtenir une rentabilité
élevée, ce qui est cohérent avec la prévision préalabledgitime de risquex-postimportante.

Ratio financier d’évaluation

Pour apprécier I'écart a la valeur fondamentale, nous paaiutiliser un ratio financier d’évaluation. Clas-
siqguement, il est utilisé soit le Dividend-Price Ratio,tdeiPrice-Earning Ratio PER. Ce dernier va étre
préféré car le Dividend-Price Ratio est tres influencé paplditiques financiéres des entreprises (rachat
d’'actions par exemple augmentant les dividendes distsbli& PER d’un actif financier se définit comme
le rapport du cours de I'actif au bénéfice annuel qu'il rapgdt exprime donc le délai de récupération de
cet actif, c’est-a-dire le nombre d'années de bénéficesesguklles on valorise I'actif. Le prix d’un titre
sera alors le produit du PER avec les bénéfices. C’est uneiridia d’abord d’anticipation de croissance
d’'une société : plus les anticipations de croissance famé&evées, plus le PER sera important. Et, c’est
un indicateur de cherté d’'une société au sein d’'un mémesectm effet, une société ayant un PER plus
faible que le PER moyen du méme secteur sera considérée cpawnahere. C’est donc un indicateur de
valorisation : nous pouvons alors savoir si le PER d’uneé&éast Iégitime ou non par rapport a un PER
juste Le processus des PER est souvent caractérisé par un ph@nderétour a la moyenne

Modele de Gordon-Shapiro
Enfin, il faut remarquer qu'il est difficile de calculer un & partir du modéle d'actualisation des di-
videndes : effectivement, il se fonde sur des flux de revenusd aléatoires et difficiles a estimer. Les
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investisseurs doivent en conséquences les anticiper bastades informations dont ils disposent. Le cal-
cul de la valeur fondamentale va donc supposer des hypathédectrices. Le modeéle le plus célébre est
celui de croissance perpétuelle défini par Gordon et ShapiiD56.

lls supposent que le taux de croissance annuel des dividgnelst constant, ainsi que le colt des fonds
propres, owost of equityCE de la société;. Ce dernier est la rentabilité minimum que les actionnaires
pensent pouvoir retirer de leur investissement dans daale la société. En outre,< r pour éviter que la
valeur de I'entreprise soit infinie. En conséquence, noosav

+oo +o0 t
Df 1 + g
W= Y =Dy (1)
— (I+7) — 1+7r
1tg
= DU% convergence d'une série géométrique de rajgpr: 1
TR
1 D
_ pet8_ =
r—g r—g

D’aprés ce modele, I'action a une valeur fondamentale digyilus élevée que la part du bénéfice distribué
est importante et que le colt du capital est faible, toutesehégales par ailleurs. Ce modéle est néanmoins
irréaliste : nous allons alors utiliser non plus des modélégaluation a partir de I'actualisation des divi-
dendes mais a partir du co(t du capital. Ce dernier résuméedriiacertitude concernant la distribution
des dividendes : plus le colt des fonds propres est élev&/'plcertitude est importante et plus la valeur
fondamentale est faible. Les financiers vont alors s’aétaatapprécier si le marché évalue a sa juste valeur
le CE, et plus précisément la prime de risque de 'actioneégalCE auquel on soustrait le taux sans risque.
Le probléme de I'évaluation de la valeur fondamentale dacten va se déplacer sur celui de I'évaluation
de la prime de risque.

Conseil pratique de gestion

Cette introduction a I'évaluation du prix d'une action danquelques indications quantitatives pour gé-
rer un portefeuille actions en pratique : a l'aide par exemjplu PER, il est possible d’acheter dans gon
portefeuille des actions sous-évaluées et de vendre diesasur-évaluées.
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1.2.2 Modéles a facteurs de risque

Les modeles a facteurs vont permettre d’évaluer la primédee d’'une action. La mesure du risque induit
par la possession d’'une action va alors se préciser.

Capital Asset Pricing Model

Le Capital Asset Pricing Model (CAPM) ou Modéle d’Equilibdes Actifs Financiers (MEDAF) a été
développé par Sharpe en 19@&8], Lintner en 1965 24] et Mossin en 196678]. Les hypotheses de ce
modele sont les suivantes :

1. les investisseurs exigent une rentabilité d’autant fucte que le risque est élevé : il existe donc une
relation croissante entre rendement et risque,

2. un actif sans risque est disponible,
3. les anticipations sont identiques pour tous les investiss.

D’apres ces hypothéses, nous pouvons exprimer I'espétinizerentabilité; d’'un portefeuille ou d’'un
actif risquéi en fonction de celle de 'actif sans risquget de celle du portefeuille de marcig,, qui est
celui que tous les investisseurs posséedent :

COV(RZ', R]u)

E(R;) = JE(Rar) — avecs;, = ———1—
( l) rf+/81[ ( ]\1) Tf] B 02(RM)

aveco(.) la volatilité de I'actif correspondant et cov(.,.) la foimet covariance. Pour des raisons pédago-

giques, nous n’entrons pas dans la démonstration de ce enodd$ expliquons les conséquences empi-

riques et pratiques de cette modélisation de la prime daeisq

Nous pouvons aussi réécrire ce modéle de la maniére suivante

pi =E(R;) —ry = Bi[E(Rm) — 1] (1.1

pour faire apparaitre la prime de risgug Ainsi, plus les investisseurs seront exposés au portefele
marché, plus ils prendront de risque et plus leur rémur@@ratbnsécutive potentielle sera théoriquement
élevée.

Ce modéle explique donc la prime de risque d'un actif ou d'arigieuille d’actifs: par sa sensibilité;

par rapport au portefeuille de marché. Cette derniére édprataractére plus ou moins agressif d'un actif
relativement au portefeuille de marché. Ainsifggi> 1, I'actif est dit "offensif", et si3; < 1, il est dit
"défensif" relativement au marché considése£ 1 correspond a une prise de risque similaire a celle prise
par le portefeuille de marché). L'indicatefirest trés utilisé par les praticiens car simple d’utilisatio

Cependant, outre les hypothéses restrictives du modetpiitilée, il posséde aussi quelques limites de

mise en oeuvre empiriques.

Tout d'abord, il est difficile de déterminer précisément tetpfeuille de marché. Souvent, il est réduit

a lindice phare de la place financiere dans laquelle esuévactif ou le portefeuille. Seulement, ces

indices n’integrent pas tous les actifs risqués de l'usidinvestissement, comme le voudrait la théorie,

puisqu’il se restreint aux actions.

Les poids alloués aux actions dans ces indices varientrguesplaces financieres. lls peuvent étre relatifs :

— ala valeur des titres : c’est le cas du plus vieil indice foed 1884, le Dow Jones Industrial Average
composé de 30 entreprises américaines importantes,

— aux capitalisations boursiéres,

— et au flottant, défini comme la part de la capitalisation tpregeut échanger sur les marchés (inférieur le
plus souvent a la capitalisation boursiére totale), trsahtidonc la liquidité du titre. La pondération par
le flottant est le cas de la plupart des indices aujourd’hinisidle CAC 40 I'est depuis le ler décembre
2003, apres avoir été pondéré par les capitalisations.
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Les créances bancaires, 'immobilier, le capital humaimagqueent donc dans la composition de ces indices
et sont difficiles a mesurer précisément.

En outre, la seconde limite concerne I'estimation dete modeéle de régression sous-jacent au CAPM
s’écrit :

pi =R —ry=ca;+ Bi[Rm — 15| + &

Le premier probléme qui apparait est l'instabilité gissuivant les périodes d’estimation. En effet, ils
peuvent évoluer trés fortement. Quelles méthodes d’estmaitiliser alors pour éviter I'instabilité des
5 ? Quelle période considérer ? L'une des solutions la plésessante est I'utilisation du filtre de Kalman
(dont I'étude dépasse le cadre de ce cours) permettantidescaless trés réactifs : cette technique permet
de s’exonérer de I'inertie propre au Moindres Carrés OitisaNous renvoyons a la secti8r8 pour des
précisions sur les techniques de régression.

Le second probleme est la significativité possibleadeThéoriquement, le CAPM implique I’Absence

d’'Opportunité d’Arbitrage (AOA) entre les actifs, c’esdire qu’en théorie la relationl(l) est toujours

vérifiée. Si cela n'est pas le cas, 'actif est mal évalué leinsBHEM, 'anomalie sera résorbée rapidement
par les arbitrageurs et ne devrait pas perdurer. Néanndans, la réalité, des; significativement non nul
perdurent plus longtemps que prévu par 'HEM. Cela peutsal@nifier deux choses :

— Soit le modele n'est pas a remettre en cause et alors la pienmisque observée, assimilée au co(t du
capital moins le taux sans risque®s est arbitrable mais les arbitrageurs de la théorie ne senapssi
efficaces que prévu. Alors une rentabiligatuite apparait dans le cas ey est par exemple positif :
P2 = a; + pih = plh = p9S — ;. Le modele est supposé bon, donc la prime de rigguantep9s
devrait diminuer pour atteindre la prime de risque théaigft et donc le prix de I'action augmenter.
L'action est bien sous-évaluée. Le marché est alors ineffigour I'actif; considéré. La rentabilité sera
élevée puisqu’une partgratuite o; est présente.

— Soit la prime de risque n’est pas entierement décrite paesk sensibilité au portefeuille de marché.
D’autres facteurs de risque sont certainement évaluéepantervenants des marchés. Fama et French
ont ainsi proposé un modele d'équilibre plus réaliste cétapit le CAPM des autres facteurs de risque
pouvant étre rémunérés par la prime de risque.

Conseil pratique de gestion

Le CAPM introduit la gestion stylisée : en effet, un géranitm@egmenter sa gestion suivant la sensibilité
des actions au portefeuille de marché. Il pourra ainsi créeiportefeuille d’actions défensives, c’est-a-dire
a g inférieurs al, et un portefeuille d’actions offensivesgaupérieurs al.
En outre, le fait de déterminer des anomalies au CAPM, viacdesn nuls, peut lui permettre de faire
un stock picking plus efficace en sélectionnant des valeamsld prime de risque est sous-évaluée par le
CAPM et donc par le marché (en supposant que les comporterderte dernier sont bien décrits par le
CAPM).
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Modeéle de Fama-French

Le modéle de Fama et Frenchd] développé en 1993 correspond a un raffinement du Capit&tAsging
Model. Il expligue la rentabilité espérée d'un portefeuidlu d’'une actiorE(r;) en exces du taux d'intérét
sans risque ¢ par la sensibilité de sa rentabilité a I'espérance de temitetirs de risque non diversifiables :

1. la rentabilité en excés d'un portefeuille de maréhg — ¢ (correspondant au facteur de risque du
CAPM),

2. la différence entre la rentabilité d’'un portefeuille ctians de petite taille, la taille étant évaluée par
la capitalisation boursiere, et la rentabilité d’'un pogtélie d’actions de grande taille (SMBmall
Minus Big),

3. la différence entre la rentabilité d'un portefeuille ctians a faible valorisation, la valorisation étant
évaluée par le ratio financidrook-to-market, ces actions sont alors caractériséesvdig et la
rentabilité d’un portefeuille d’actions a importante vidation financiere, ces actions sont alors ca-
ractérisées d&rowth (HML, High Minus Lov.

Formellement, nous avons I'expression de la prime de risqiante :
pi = B(R;) —r; = Bi(E(Ry) — 7¢) + 5;SMB + h;HML

Le modéle de régression correspondant s’écrit :
pi=Ri—rf=a; + Bi(Rym — 1)+ siSMB+ h;HML +¢;

Les facteurs sont déterminés empiriquement de maniéretér €averlapping. Dans ce but, il va falloir
construire six portefeuilles :

< Médiane Capitalisation > Médiane Capitalisatior
> décile70% book-to-market Small Value Big Value
Small Neutral Big Neutral
< décile30% book-to-market Small Growth Big Growth

TABLE 1.1 — Six portefeuilles Fama-French

Ainsi, nous pouvons calculer les rentabilités des poriésuSMB et HML a partir de celles de ces six
portefeuilles :

1
SMB = g(Small Value+ Small Neutral- Small Growth

1, . . .
—g(Blg Value+ Big Neutral+ Big Growth)

HML = (Small Value+ Big Value)

1
2
1 .
—i(SmaII Growth+ Big Growth)
Ce modele parvient empiriquement a expliquer, souvengrattient, la prime de risque d'un portefeuille.
Il améliore donc le CAPM. Néanmoins, dans certaines sitnatfiil est possible de créer des portefeuilles
dont les primes de risque échappent a I'explication du neodélFama-French : il reste alors encorewn
significatif. De la méme maniére que pour le CAPM, cette ardienpeeut signifier une inefficience d'éva-
luation de I'actif ou une remise en cause du modéle. Dans meedeas, Carhartd] a ainsi développé un

3. Les actions a faible valorisation financiere sont aloligsayant un forbook-to-market
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modele d’évaluation incorporant le momentum de prix d'utif cette anomaliecélebre sera exposée plus
précisément dans la secti8r8.J).

Pour terminer cette section sur les modeles a facteurs,allomns étgdier dans la suite un modele d’évalua-
tion s’exonérant de I'hypothese d’AOA du CAPM : le Modele ddtiation par Arbitrage ou Asset Pricing
Theory (APT).

Conseil pratique de gestion

Le modéele de Fama-French enrichit la gestion stylisée eutajt deux segmentations supplémentaires|des
actions, en plus d@, tres utilisées en pratique : la gestion par capitalisatitrcelle suivant la valorisatior
des actions.
Des portefeuilles d’actions vont ainsi étre formés suitamapitalisation en distinguant les petites capita-
lisations (Small Cap) et les grandes capitalisations (lea@pp).
La valorisation va aussi distinguer les actions matures eueghdement (Value) faisant partie de secteurs
dont la croissance future est relativement faible mais liegddndes distribués élevés, et les actions|de
croissance (Growth), de secteurs dont I'espérance de reedéfutur est important.
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Asset Pricing Theory

Ross B2] en 1976 proposa un modele d’évaluation des actifs s’affiensant des hypotheses de normalité et
de mesure du portefeuille de marché des modeles précé@emsodele contrairement au CAPM s’appuie
sur mais n'implique pas I'’Absence d’Opportunité d’Arbge(AOA). C'est donc une autre approche de
I'évaluation des actifs, complémentaire.

Le modeéle lie formellement I'espérance de la rentabilitinditre ou d'un portefeuillé R; am facteurs de
risque systématiques de prime de risque pour chaque facieur;) — ry :

E(R;) =ry+ Y Bi;(B(R;) —ry)
j=1
Les facteurs sont non corrélés entre eux et le modele gjagdtit apparaitre le risque idiosyncratigye
pi=Ri—rp ="y Bij(R;—rs)+ei
j=1

Le probléme est alors de définir les facteurs communs. Daonfapeuvent étre évoquées : celle exogene,
explicitant des facteurs macro-économiques ou financipriod, et celle endogéne extrayant des facteurs
inobservables ou latents.

La premiéere est celle par exemple d’organismes financiersr@@BARRA. Le souci est alors I'hypothese
de non-corrélation entre les facteurs : pour résoudre demméthodes statistiques, comme I'Analyse en
Composantes Principales (ACP) sur les facteurs exogeaesgept étre alors mises en oeuvre.

La seconde utilise directement les méthodes statistiquasne I’ACP sur I'univers des titres pour en ex-
traire les facteurs communs. A la différence des autres les@éudiés précédemment, les facteurs de risque
sont alors implicites ou latents.

L’Analyse en Composantes Principales en théorie

Nous allons présenter ici de maniéere formelle I'ACP. Rappglitout d'abord les développements originels
de cette méthode pour comprendre ainsi I'intérét de lagtion de cet outil pour évaluer les actifs financiers.
Cet outil statistique s’est développé grace a la psychaeendin effet, dans ce domaine, les variables ex-
plicatives (contrairement a I'économétrie) sont raresttraeales chiffres derriére le comportement d’'un
individu subjectif n’est pas chose aisée. Pour résoudreaagme et tout de méme construire des mo-
déeles mathématiques, on suppose que le comportement dliwidin est régi par des facteurs quantitatifs
latents mais difficilement observables. C’est préciséiebjectif de I'APT : il est difficile de quantifier
les comportements financiers évaluant les actifs et lizdtire est donc d'utiliser des facteurs statistiques.
L'objectif essentiel de I'’Analyse en Composantes PrineipdACP) est d’expliquer les corrélations entre
un nombre élevé de variables quantitatives par un nombeerpfifreint de facteurs latents ou composantes
principales, qui représentent des variables inobsersdbfe[21] et [25]). LACP consiste donc a transfor-
mer lesp variables d’originery, ..., x, enp nouvelles variablegi, . .., f, (les composantes principales)
de variance maximale, non corrélées deux a deux et qui $'e®pt comme combinaison linéaire des va-
riables d'origine.

Soit x le vecteur composé degsvariables d’étude de la population considérée. Nous ttamaisur les
données: que nous centrons et qui ont pour matrice de variance-aneel.

La méthode de 'ACP consiste a diagonalisemNous obtenons alois = ®A®’ avec® la matrice carrée
composée des vecteurs propreg; (en colonne) ef la matrice diagonale dgsvaleurs propres,;.

L'objectif est de classer lgs différentes valeurs propres suivant leur ordre de grandewecteur propre
¢1 associé a la plus grande valeur propiepermet alors de construire la premiére composante prilecipa
captant la plus importante variabilité.

Les composantes principales (CP) sont données par :

f=dx
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ou f est le vecteur deg facteurs latents ou composantes principglesa variance de la CPest égale a
la valeur propre.
Nous obtenons au final le modéle factoriel suivant :

r=0f
T1 ¢11 e ¢1p fl
.xp .¢p1 s ;bpp :fp

Pour chaque variable, nous avons :
p
zi=Y ¢iifji=1,...p
Jj=1

Leso;; représentent aussi ce que nous appellerorfat¢sr loadings Représenter ces derniers en fonction
des variables d'origine ou représenter les composantespaies revient aux mémes types d’interprétation.
Par souci de parcimonie, nous n'allons conserver quepeemiers facteurs avéc< p et nous supposerons
gue pour chaque variable, nous avons :

k

j=1

p
avecs; = Z ¢i; f; les résidus négligeables.
j=k+1
Ceci nous permet de réduire 'ensemble des données a un leleselus restreint de facteurs représentant
au mieux leur variabilité.

Limites de I'APT

La seule contrainte dans I'APT est donc la linéarité entremdabilité d’'un actif et les facteurs de risques
systématiques non corrélés entre eux. Néanmoins, plsgieabléemes apparaissent dans la mise en place
de cette méthode d’évaluation.

D’une part, cette méthode n’implique pas I’AOA et donc esitspgimitée que le CAPM pour fournir un
cadre d’analyse a la présence ou non d’arbitrages.

En outre, les facteurs communs sont souvent trés difficilagedpréter car inobservables. Régulierement,
I’ACP va extraire plusieurs facteurs latents dont I'intétation est seulement aisée pour le premier facteur,
alors assimilable au portefeuille de marché dans le CAPMval@bilité des titres de l'univers est en
premier lieu relative a un facteur commun a tous les titresésentant lanoyennedu marché. En effet,
dans I'ACP, le premier facteur est souvent un facteur deanivterminant une moyenne pondérée de tous
les actifs. L'objectif de I'APT de s’exonérer du porteféaitie marché ne semble donc pas atteint.

Dans la pratique, 'APT peut étre utilisée dans la détertionale facteurs communs parcimonieux mais ne
supplante pas le CAPM, malgré ses hypothéses irréalisteseadernier propose, contrairement a I'APT,
un cadre d’analyse de I'équilibre rigoureux.

Conseil pratique de gestion

L'APT est d’'un intérét pratique moins évident que les autnesiéles a facteurs. Les facteurs inobservables
ne permettront pas de styliser la gestion mais seront utieg essayer de diversifier le portefeuille et he

pas investir toute sa richesse sur un seul facteur de risque.
Ce souci de diversification sera précisé dans la partie salfdtation et nous verrons que I'APT pourra
étre utile dans le détermination de matrices de varianceadance des actifs ayant de bonnes propriétés
mathématiques.
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1.2.3 Mesure synthétique du risque

Les modeéles a facteurs de risque que nous venons d'étudieinantérét essentiel pour décrire les sen-
sibilités d’un actif financier ou d'un portefeuille a un (CRIP ou trois facteurs de risque (Fama-French).
L'inconvénient est la difficulté de ces modéles a appréeieisque global d’'un portefeuille composé d’'ac-
tifs hétérogénes, n'ayant par exemple pas le méme poriefeei marché : dans ce cas, il est trés difficile
d’agréger les différentes sensibilités. Il est alors padfte de déterminer une mesure synthétisant le risque
global du portefeuille. Cette mesure synthétique sera asue de la distribution des rentabilitédu por-
tefeuille. Lune de ces mesures, trés usitée par les peasciest la volatilité.

La volatilité
Soit R le vecteur des rentabilités de I'actif ou du portefeuillasidéré. La volatilité notée correspond a
I'écart-type de ces rentabilités :

o= VE[(R - E(R))|

Avant d’évaluer ce critére, il faut préciser une spécifidiéécalcul. Nous observerons dans la suite les évo-
lutions des rentabilités d'indices boursiers de périadibebdomadaire Il nous faut pouvoir les comparer

a des volatilités calculées sur des périodicités diff@gmuisque la volatilité augmente avec l'intervalle de
temps noté\ défini entre les rentabilités.

Ces derniéres sont calculées de la maniére suivantel/Sda valeur ert du portefeuille eV;”, , la valeur

ent + A, alors la rentabilité du portefeuillRf"HA calculée sur l'intervalle de temps est égale a :

Via

Rﬁt+A =
Ainsi, intuitivement, nous pouvons vérifier, comme annopké haut, que plus l'intervalle de temps va
augmenter, plus les rentabilités auront une valeur abswipertante et donc la volatilité va croitre.

Sous I'hypothése de normalité et d’indépendance des riéitdabnous pouvons calculer une volatilité an-
nuelle a partir de n'importe quelle périodicité : il suffit daultiplier la volatilité par un facteur égal a la
racine carrée de l'inverse de l'intervalle de tendpsonsidéré.

Ce dernier vaut suivant les périodicités :

| Périodicitt [ A [ Facteur]

Quotidienne | 5= | 261
Hebdomadaireg =

Mensuelle ==

%)—‘
95
NN

TABLE 1.2 — Facteur multiplicatif suivant la périodicité

Le facteur appliqué a la périodicité quotidienne est déférsuivant la zone géographique considérée : en
effet, le nombre de jours fériés, et donc non tradés, diareant le pays.

4. Nous expliquerons I'intérét d'utiliser les rentabititdans la sectiof.3.1
5. Cette périodicité est la plus intéressante car les dengéetidiennes possedent trop de bruit et celles mensuelssnt pas
assez représentatives de la dispersion réelle des rétémbar elles sont alors démesurément lissées.
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Un simple exemple va nous permettre d’appréhender I'ih@eécette mesure. Observons sur un méme
graphique les évolutions entre le 8 janvier 1999 et le 8 j@d72de I'indice européen MSCI Europe et du
taux d’intérét Euribor 3 mois, ainsi que de leurs rentadslivebdomadaires.

Indices
100
|

80
|

_— MSCI Europe
E— Euribor 3 mois

60
|

T T T T
2000 2002 2004 2006

FIGURE 1.1 — Evolutions des indices du MSCI Europe et de I'Euribor@sm

Nous remarquons sur les Figure4 et 1.2 que la variation des indices et la dispersion des rentébidiont
plus importantes pour le MSCI Europe que pour I'Euribor 3sn@ieci va donc se répercuter automatique-
ment sur l'indicateur statistique de dispersion que reprisla volatilité.

En effet, la volatilité annualisée du MSCI Europe sur lagéeiobservée est d6.99% et celle de I'Euribor

3 mois de0.12%. Il ne fait alors aucun doute que le MSCI Europe est plus ésgue I'Euribor 3 mois.
Cette conclusion aurait pu étre tirée de la connaissancesddaux indices : en effet, le MSCI Europe est
composé d’actions alors que I'Euribor 3 mois est un tauxtéliét ayant un risque quasi-nul de perte. Etant
donné qu’un portefeuille d’actions peut subir des pertésmi@lles importantes contrairement a I'Euribor 3
mois, il était évident que I'on aboutisse a la conclusiorcgdente. Mais la volatilité a permis de quantifier
la différence de risque de perte des deux indices. A l'aideatandicateur synthétique, nous pouvons
donc hiérarchiser les deux indices et déterminer leur nidearisque de pertes potentielles. Ceci aurait été
difficile a réaliser avec le CAPM par exemple et sa sensiilit quel portefeuille de marché commun a
ces deux indices ? Et quand bien méme ce portefeuille de darafait été défini, aurait-on été certain des
présupposeés théoriques du CAPM ? En effet, d’autres factiurisque omis n'auraient-ils pas été évalués
dans la prime de risque ? La volatilité calibrée sur les desainéstoriques évite ces problémes de modéle.
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FIGURE 1.2 — Evolutions des rentabilités du MSCI Europe et de I'Boiri3 mois

Néanmoins, elle n’est pas exempte de tout inconvénienecifement, lorsque les données viennent a
manquer, il va devenir difficile de calculer une volatilithuste. Il va falloir alors modéliser les rentabilités
des actifs considérés a I'aide d’une loi de probabilité ¢iaNormale par exemple) ou d’'un modéle sta-
tistique (ARMA-GARCH par exemple). Si nous souhaitons crgeproduit financier n'ayant pas encore
d’existence et dont nous voulons évaluer le risque, il Vaifde modéliser pour en déterminer la volatilité.
Le risque de ne pas utiliser un modéle adéquat entre aloeien j

Enfin, un dernier défaut est révélé par la Figlir@
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FIGURE 1.3 — Evolutions des rentabilités du MSCI Europe, de I'Eorri® mois et de I'indice

Nous pouvons observer & nouveau les évolutions des ratéaldll MSCI Europe et de I'Euribor 3 mois
mais aussi d’un actif dont la dispersion est plus originaées volatilités nous feraient conclure & un risque
plus élevé de pertes pour le MSCI Europe car la volatilitéuatisée de I'lndice3 est plus faible et vaut
9.38%. Or il est évident & partir de la Figufe3 qu’investir dans I'lndice3 est plus dangeureux car des
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pertes trés fortes peuvent apparaitre avec une probabditéicative.

Nous observons aussi ces caractéristiques a partir dugogshdistributions empiriques des deux indices
financiers MSCI Europe et Indickde la Figurel.4. Nous avons déterminé, au lieu des histogrammes, les
densités estimées non-paramétriquement par un noyaugausmsi, la queue des pertes est plus épaisse
pour I'indice 3 ce qui est un inconvénient lorsque I'on détermine le riscarelg seule volatilité qui est un
indicateur du risque moyen et ne capte donc pas cela.

e MSCI Europe
— Indice 3

60
|

4
|

2

—0.10 —0.05 0.00 0.05

FIGURE 1.4 — Densités des rentabilités du MSCI Europe et de I'ingice

Cet inconvénient va nous permettre de créer une autre megotteétique du risque pouvant hiérarchiser
les 3 indices plus correctement, c’est-a-dire reconnaissans I'indice3 I'actif financier le plus risqué
en termes de pertes potentielles. Cette mesure est le lgud@tperte maximale que peut subir I'actif ou
le portefeuille avec une probabilité d'occurrence faiblaisnmnon négligeable pour l'investisseur : on la
dénomme la Value-at-Risk ou VaR. Ainsi, pour nos trois irdicnous avons les VaR suivantes définies
avec une probabilité &% en comparaison des volatilités annualisées :

] Indice | Wolatilité annualisée] VaR1% |
Euribor 3 mois 0.12% 0.04%
MSCI Europe 16.99% =5.77%

Indice3 9.38% —7.85%

TABLE 1.3 —\olatilités et VaR des trois indices

Cela prouve bien que la VaR détermine une hiérarchie cermetrisque de pertes d'un actif financier,
contrairement & la volatilité.
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La Value-at-Risk
La VaR représente une perte potentielle dont il faut défaprbbabilité « d’occurrence, appelée aussi
niveau de confiance, ainsi quédrizon h de durée d’investissement. Par exemple, une probabilitéide
pour un horizorh de un jour revient a accepter que la perte potentielle nesséda VaR que 2 a 3 fois par
an (1 an= 251 jours ouvrés). L'’horizon représente la durée sur ldguelus estimons le risque, c’est-a-dire
le temps nécessaire pour couvrir la position du portefeuil jour en trading, 1 mois en gestion.
Soit V,*’ la valeur ert du portefeuille et/,”’, la valeur a I'horizon.. La rentabilité du portefeuill&?;

) E ; “Vtt+h ) . t|t+h
investi a la date et détenu sur un horizon de durk@ pour expressiowit > 1 :

P
Vien

RE =21
t|t+h P
Vi

-1

Supposons quﬁﬁt% est issu d’une variable aléatoire not@€. La VaRh, a) est alors définie par :

P[R” < VaR(h,a)] = «

c’est-a-dire la probabilité que la rentabilité du portéfeisoit inférieure a la VaR sur un horizdnest égale
56

aa®.

NotonsF la fonction de répartition de la variable aléatait€ des rentabilités du portefeuille de périodicité
h. La Value-at-Risk de probabilité d’occurrene@t d’horizon d’investissementest alors le quantile défini
par :

VaR(h,a) = F~!(a) (1.3)

Il nous reste alors a caractériser la formefleDe nombreuses formulations sont possibles. Nous nous
intéresserons seulement aux plus classiques malgré ikitessl.

La premiere solution consiste a estim@rpar sa distribution empirique : nous obtenons la VaR histo-
rique. Nous estimons alo#s non-paramétriquement par sa distribution empiri§ué&upposons que nous
disposons d’un historique dE observations des rentabilités. La distribution empiriduides rentabilités
du portefeuille est alors caractérisée a partir du vec(téﬂﬁprh, e R’T’|T+h)’ et F'~(a) correspond au

quantile de probabiliter de (R, ..., Y 7,,)'-

L'avantage de cette méthode est donc de ne pas imposer d'@geosur la loi de distribution des rentabili-
tés. Mais le probleme qui se pose est la longuede I'historique qui, si elle est trop faible, ne fournit pas
un calcul précis de la VaR. Nous pouvons alors utiliser laneue du ré-échantillonnage bootstrap(cf.
Efron [11]).

Nous construisons pour cela une version aléatoire de méhaaeohavecteur(]?flprh, e ,R%THL)’ dans
laguelle les rentabilités du portefeuille peuvent appeegiour certaines aucune fois, pour d’autres une fois,
pour d’autres encore deux fois, etc. Ce nouveau vecteumnestersion ré-échantillonnée dootstrapdu
vecteur d’origine. Nous pouvons alors déterminer la VaRohigue de cet échantillon. Nous réalisoBs
réplicationsbootstrapet la VaR historiquévootstrapcorrespond a la moyenne dBsvaR historiques.
L'inconvénient d’'une VaR historique est ausser-fittingou encore la dépendance trop forte a I'échan-
tillon sur lequel elle a été déterminée, et donc la difficdikécette VaR a étre robuste dans le temps.

Pour résoudre cela, nous allons proposer une deuxiémeosohjtistant sur les rentabilités un modeéle
statistique : on parle alors de VaR paramétrique. De maiassique, le choix du modeéle paramétrique
se porte sur la loi Normale. Supposons donc que les renésbdu portefeuiIIeRﬁHh sont issues d’'une
variable aléatoire gaussienne : ainSigst définie paV'(u, 0?) avecu I'espérance des rentabilitéscet la

variance des rentabilités.

6. Les praticiens peuvent aussi définir le niveau de confipacé — « qui correspond de méme au quantile de probahitité
ainsi, une VaR &9% par exemple correspond au quantile de probahilité¢ 1 — 99% = 1%.
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Nous obtenons ainsi a partir de I'équatidnd) :

@(W)—a

avec® la fonction de répartition de la loi Normale centrée réduiteus avons donc :
VaR(h,a) = p+ o (a)

Nous n'allons pas développer d’autres modélisations dar®ars mais il nous parait intéressant d’intro-
duire les limites de la modélisation gaussienne. En efégteanéthode repose sur des hypothéses irréalistes
pour modéliser les rentabilités des actifs financiers udggcpis faits stylisés caractérisent leur distribution
et ne sont pas captés par la modélisation gaussienne :

1. 'asymétrie : 'occurrence de pertes extrémes est plis fue celle de profits extrémes,

2. les queues épaisses,
3. le clustering : par exemple, les rentabilités élevéesadzuv absolue sont suivies par des rentabilités
élevées en valeur absolue.
Les deux premiers faits stylisés peuvent s’observer suiglar&1.5 a I'aide des QQ-plot et densité de la
queue des pertes de l'indice de marché francais CAC 40wvetaént a la loi Normale. Le troisieme est
révélé par les grappes de volatilité de la Figlr2
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FIGURE 1.5 — QQ-plot et distribution de la queue des pertes du CAGHKlivement a la loi Normale

Nous terminons cette section sur la VaR par les techniquaesgyaluer sa justesse. L'évaluation d’une VaR

peut se faire de deux manieres :

— ex-ante, a travers les tests d’adéquation statistiquesndelélisations adaptées aux rentabilités finan-
ciéres (dans le cas de VaR paramétriques),

— ex-post, via les backtests : pour les réaliser, nous @alsuh VaR sur un échantillon d’apprentissage et
nous déterminons le nombreedceptiongrentabilités inférieures a la VaR) sur I'échantillon dekiast.
Pour que le VaR soit adéquate aux données de marché, il fale gourcentage d’exceptions soit proche
du niveaux de la VaR.
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Conseil pratique de gestion

La volatilité et la VaR sont les deux mesures synthétiquessdue les plus utilisées en gestion. Un gérant
pourra ainsi déterminer le risque global de variation de gmrtefeuille et le comparer trés rapidement
aux portefeuilles concurrents ayant un style de gestionregample similaire.
En outre, un gérant pourra aussi distinguer dans son pout#iéeles différentes contributions des actifs alla
volatilité ou VaR globales du portefeuille. Il pourra ainsut-étre supprimer un actif dont la contribution
au risque global est trop forte.




30 Risques Financiers et Performance d’Investissement

1.3 Mesurer la performance d’investissement

Outre le risque essentiel a estimer et quantifier, il fausial@sque I'on réalise un investissement, mesurer
sa performance : en fait ceci est ce qui intéresse en preigietdut investisseur. Mais comment mesurer

cette performance ?

1.3.1 Une premiere mesure synthétique

Performance d'un indice actions
Observons sur la Figurk6I'évolution mensuelle de 'indice américain Standard & P®entre décembre
1927 et juillet 2007.
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FIGURE 1.6 — Evolution de 'indice S&P 500

Fin décembre 1927, cetindice a une valeut dé6 et termine fin juillet 2007 4455.27, ou il commence sa
baisse avec la crise des subprimes. Si un investisseumpdaedtl dollar dans cet indice en décembre 1927,
il aurait accumulé jusqu’en juillet 200/455.27,/17.66 = 82.40 dollars : il aurait donc multiplié sa richesse
initiale par82.40. Nous pouvons considérer un autre chiffre plus utiliséigént non plus la multiplication

du capital initial mais la richesse relative ajoutée a laegse initiale (et non pas la seule différence de
richesse, mesure absolue, qui sera d’autant plus impertget la richesse initiale est élevée). Ici ce chiffre
serait égal §82.40 — 1)/1 = 8140%. Il correspond en fait a la rentabilité de I'investissendat dollar en
décembre 1927. Nous pouvons donc conclure a nouveau adlaide chiffre a une performance importante

de I'investissement.
Formellement, si nous notofg, la richesse initiale el la richesse finale, la rentabilifé est égale a :

Wr — W, 1%
R— 2T —"0 _ T 4

I@Q) va
Cette expression est appelée rentabilité arithmétiqusdue la rentabilité arithmétique est faible et proche

de0 (ceci est le cas lorsque les données sont de périodicitéecaomme des données quotidiennes), ce qui
revient a ce que le quotie L soit proche dé, nous pouvons utiliser la rentabilité logarithmique, dppe
aussi log-rentabilité ou enc(())re rentabilité géométridtre effet, nous avons a partir d’'un développement
limité a I'ordre 1 I'approximation suivante :

‘lﬁr [¢4r

Wr
In—~——-1=R pour—— 1
HWO Wo P WOH
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Néanmoins, I'inconvénient des log-rentabilités est I¢ daie la log-rentabilité d’'un portefeuille n’est pas
égale a la somme des log-rentabilités des actifs le compasanirairement a la rentabilité arithmétique.

Enfin, nous avons réduit le taux de rentabilité d'un titreauxtde gain en capital. Or il faudrait y ajouter
le taux de rémunération du titre défini parde&vidend yield rapport dividendes sur prix, ce qui donne
I'expression réelle de la rentabilif@ suivante :

Wp — D D
_ Wr = Wo + _pi 2

R/
Wo Wo

avecD les dividendes sur la période d’investissement.

Or ledividend yieldpeut étre considéré comme négligeable par rapport au tagaidezn capital pour des
périodicités courtes ; c’est pour cela que I'on réduit somle rentabilité a ce seul taux.

Justification statistique de I'utilisation de la rentabilité

Ce paragraphe intéressera les étudiants ayant des camwass®n statistiques élaborées.

La justification de l'utilisation de la rentabilité peut sere aussi de maniére statistique. En effet, étudions
la série temporelle de I'indice S&P 500. Nous y appliquonpaalable la transformation de Box-Cox et
plus particulierement celle du logarithme, dans le bustdiliserla variance des données. Nous pouvons
conclure tout de méme a la non-stationnarité de I'indiceraraié. En effet :

1. la Figurel.7révele une tendance globale a la hausse,

2. elle révele aussi la décroissance lente des autocaoréagignificativement non nulles de la série
temporelle des valeurs du S&P 500,

3. etenfin le test statistique de Dickey-Fuller augment&lc@na la présence d’une racine unitaire dans
le processus de l'indice et donc a sa non-stationnarité ffe) pour n'importe quel ordre de retard
et pour les trois différents modéles (cf. Lardic et Mign@g][pour plus de précisions), nous avons
des p-value de test trés supérieurds%: on accepte donc I'hypothese nulle de présence de racine
unitaire équivalent & la non-stationnarité du processus.

Il nous faut donc stationnariser les données en les diftémahune fois. Ces nouvelles données se révelent
alors stationnaires :

1. pas de tendance dans la série temporelle des différermmsepes des logarithmes du S&P 500 (cf.
Figurel.8),

2. l'autocorrélogramme de la Figute8 ne révele pas de décroissance lente des autocorrélations,

3. etle test de Dickey-Fuller augmenté ne révele pas la pcésdune racine unitaire.

Les difféerences premiéres de la série des logarithmes duZ@®Psont équivalentes aux log-rentabilités.
Nous comprenons alors pourquoi les rentabilités seronbbgss adéquats a la modélisation statistique,
puisqu’elles se révelent étre stationnaeesnoyenne
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1.3.2 Mesures de rentabilité ajustée du risque

La rentabilité est donc une tres bonne mesure de la perf@endfais seule elle n’est pas suffisante pour
juger de la bonne ou mauvaise performance d’un investisseme

Supposons deux investissements A et B ayant au méme horizomad une rentabilité semblable. Néan-
moins, le risque pris par l'investisseur pour l'investisemt A est relativement faible (volatilité ou VaR
faible) alors que celui pris par I'investisseur B est beacplus élevé. Ce dernier ne va donc pas étre
satisfait de la performance de son investissement pulsgurait pu prendre moins de risque pour le méme
gain avec l'investissement A.

Une judicieuse mesure de la performance doit donc prendcerapte le risque rémunéré par la rentabilité
de l'investissement. C’est ainsi que nous allons utiligr ehesures de la rentabilité ajustée du risque.
Nous avons plusieurs possibilités suivant que I'investissnesure sa performance de maniére absolue ou
relative a un benchmark.

Mesure absolue

Ces mesures évaluent la performance sans référence a umimkcNous présentons deux ratios :

1. Le ratio de Sharp$; pour un portefeuille, défini par Sharpe en 1966, mesure la rémunération par
I'investissement, en exces du taux sans risgped’une unité de risque, mesuré par la volatilité :

- E(R) —ry
5= o(R;)

mesuré par la volatilité mais la VaR (en rentabilité) .=

. Une alternative au ratio de Sharpe peut étre proposée avesgue non plus

E(R;) —
VaR;|
2. Le ratio de Treynor mesure le rapport entre I'exces deatwiité de I'investissement et son risque
E(R;) — s
B

systématique déterminé parfdassu du CAPM T; =

Mesure relative

Ces mesures évaluent la performance en référence a cefidehchmark. Nous proposons dans ce cours
deux ratios :

1. L'alpha de Jensen; pour un portefeuille;, défini par Jensen en 1968, est égal a la constante du
modéle de marchéw; = [E(R;) — r;] — [5:(E(Rg) — rf])]. Cet indicateur mesure donc la part de
la rentabilité non prévue par le CAPM et que I'on peut acdedi I'investisseur gérant son capital,

qui, sia; > 0, a pubattreson benchmark de rentabilités. Le ratio de BIack-Treyno& permet de

comparer des investissements de benchmarks différents.

2. Leratio d'information s’apparente a un ratio de Sharpdexirentabilité et risque résiduels en exces
E(R;) — E(R

du benchmark IR; = E(£:) — B(Rp)
. O’(Ri - RB) ) . . . .
abus de langageacking-errorou TE : une valeur faible de laacking-error signifie que le risque
de l'investissement est proche de celui de son benchmavkjdctif pour un gérant benchmarké est
bien entendu d’avoir uAR €élevé, ce qui signifie prendre des risques similaires autyeark tout en
ayant une rentabilité plus élevée. Tout le probleme estwrss le benchmark est efficient : dans le
cas contraire, le battre serait relativement aisé !

. Le dénominateur est appetécking-error volatility et par

Ces différents ratios peuvent avoir des insuffisances colefaé d’étre dépendants pour certains du CAPM
dont nous avons vu les limites plus haut. Néanmoins, ilenes$tes utilisés par les gérants pour déterminer
la performance de leurs investissements.
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Conseil pratique de gestion

Le ratio de Sharpe et la ratio d'information sont les mesuessplus utilisées par les gérants. Avoir un
ratio de Sharpe par exemple de 1 signifie une performance dafpaille importante.
Cette partie sur le risque et la performance a ainsi pu dégwedo certaines techniques de style de gestjon,
et de mesure du risque et de la performance. A ce stade desiseances, il est possible de gérer un
portefeuille de maniére relativement efficace. Néanma@iosr améliorer cette gestion, il va falloir porte
un intérét non négligeable a la construction de I'allocatio

=




CHAPITRE 2

ALLOCATION

2.1 Allocation efficiente de Markowitz

Bernstein p] affirme que "I'intuition la plus célébre de I'histoire mauhe de la finance et de I'investisse-
ment se trouve dans un court article intitiértfolio Selectioty Cet article R6] est écrit par Markowitz en
1952. Il pose les bases de la Théorie Moderne du Porteféafliéftalion, Poncet et Portaitl], Viviani
[34], et Fabozzi, Focardi et Kolnip] pour une revue de la TMP).

Nous allons dans cette section étudier de maniére assetfitgtia®m mais claire, en donnant & chaque fois
toutes les étapes des démonstrations mathématiques,daumtion de portefeuilles suivant les préceptes
de Markowitz. Avant d’entrer dans le calcul a proprementlditallocation optimale, nous allons introduire
les principes essentiels d’aversion au risque et de dfieaton.

2.1.1 Critéres de rentabilité et de risque pour la sélectionl’'un portefeuille

La théorie de Markowitz est une théoriermative c’est-a-dire qu’elle décrit le comportement que devrait
suivre sous certaines hypothéses un investisseur ratippoe construire un portefeuille dans un univers
incertain. Il conclut qu’un investisseur optimise le caumntabilité-risque de son portefeuille.

Pourtant, la premiére intuition est de choisir un portdfeul’actifs qui a 'espérance de rentabilité la plus
élevée : ce principe est appelé le critere de Pascal. Urehtlothése est en réalité trop simpliste car le
risque de perte d’un portefeuille est primordial dans lexhe I'investisseur. Ceci a déja été introduit dans
la sectionl.3.2sur les mesures de performance.

Mais nous pouvons l'illustrer aussi par le célebre paradtx8&aint-Pétersbourg imaginé par Bernoulli au
18°Me sjgcle. Une piéce non truquée est lancée autant de sl est nécessaire pour que le coté face
apparaisse. Lorsque le coté face sort, le jeu s'arréte etiluj recoi2’ euros. Quelle est la mise initiale
pour que le jeu soit équitable ? Si nous calculons ce droitttée sur la seule espérariEale gain du jeu,
alors la participation devient prohibitive puisqu’elle aginie.

En effet, le jeu est composé d'un nombre infini dénombrabl@alesz = [2,22,...,2%, ...] qui ont
e 11 1 . N
les probabilités d'occurrence correspondantes S| Selon le critére de Pascal, le colt

d’entrée serait égal a 'espérance de gain du jeu :

+oo

+oo 1 . +oo
i=1 =1

i=1

Personne n'accepterait de donner cette somme infinie ! @iroli¢ d’entrée la plupart du temps proposé
a ce jeu est une petite somme. Cela signifie que d'autresufactautre que I'espérance de rentabilité,
interviennent dans la décision du joueur.

35
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Nous avons recours alors a la notion de fonction d'utiliéégrant la décroissance de I'utilité marginale
(fonction d'utilité concave) : 1000 euros de plus lorsqualposséde déja 1000 euros n'est pas 2 fois plus
utile au joueur et donc il ne sera pas prét a sacrifier en droit dedrméme somme plus le jeu progressera.
L' aversion au risquest une notion essentielle pour comprendre la décisionuhujo

Ainsi, il en est de méme pour un investisseur qui sélectitmteeportefeuille qui lui procurera I'espérance
d'utilité la plus élevée. Cette espérance d'utilité sera fomction de I'espérance de rentabilité et du risque
induit par le portefeuille.

2.1.2 Principe de la diversification

Le principe de la diversification dans la sélection d’un efatille reléve du vieil adage : "Ne jamais mettre
tous ses oeufs dans le méme panier". Un exemple simple ntaisteir des bienfaits de la diversification
peut étre donné lorsque nous calculons la variance d'urefgaiitle composé d’actifs indépendants. Soit

Rp larentabilité d’'un portefeuille équi-pondéré composéactifs risqués de rentabilit®; non corrélés.
N

1 . . -
Nous avonskp = N Z R;. La varianceV (Rp) du portefeuille, que nous utiliserons comme mesure du
=1
risquet, a pour expression d’aprés le Théoréme Central Limite :

N 2

V(Rp) = % ;V(Ri) = %NUQ = UN —0 pourN — +oc.
Plus le nombre d’actifs crofit, plus la variance du portdfeuiiminue. Le risque décroit avec la diversifica-
tion. Néanmoins, détenir un nombre infini d’actifs non cl@séest irréaliste.
Mais étant donné que leur corrélation n’est souvent pasipaufc’est-a-dire égale a 1), il est possible de
diminuer son risque en diversifiant son investissement.fteh, soientX etY 2 variables aléatoires dont
le coefficient de corrélation linéaire gs{—1 < p < 1). Si nous mesurons le risque par la volatilité, nous
avons :

J§(+Y =0% + 0% +2pox0y = (ox +oy)? +2(p — V)oxoy

Ainsi, ox 1y < ox + oy. Siles actifs varient trés difféeremment suivant les évohg des marchés, il est
possible de construire un portefeuille de risque plus éagjpie la somme des risques des actifs le composant.

Nous allons voir dans la suite comment déterminer le partédeoptimal avec un nombre finV d’actifs a
partir de I'espérance de rentabilité et du risque (critdoyenne-variange

2.1.3 Construction d’un portefeuille optimal

Dans la multiplicité de choix proposés a l'investisseuremmies de rentabilité et variance de portefeuille,
Markowitz introduit la notion de portefeuillefficient "Qui ne risque rien n’a rien" : pour obtenir une
espérance de rentabilité plus élevée, il faut acceptesgaeiplus important. Le risque est I'effort nécessaire
a I'obtention d’une rentabilité. Un portefeuilidficientest celui qui offre la rentabilité attendue la plus forte
pour un niveau de risque donné, ou qui a le risque le plusefgblur une rentabilité attendue donnée.
L'ensemble des portefeuilles efficients de I'univers dfaatonsidéré forme I&rontiere Efficiente

Nous allons distinguer deux cas pour déterminer la fromt&ficiente suivant la présence ou non d'un
actif sans risque. Nous nous inspirons de 'article de Mef2d] de 1972 pour les démonstrations qui vont
suivre.

1. Nous avons vu précédemment que la variance n’était pas nne beesure des risques extrémes. Le développement de sélection
de portefeuille a partir de la VaR est envisageable mais pa&st'objet de cette section.
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Avant tout voici quelques brefs rappels mathématiques :

V(AX) = AV(X)A’ V(A+ X) =V(X)

0X'A 0X'AX . .
X A X 2AX si Aest §ymetr|que

(AB) = B'A’ D’ = D si D est un scalaire

AB=C & A 'AB=A"1C < B=A"1C siAestinversible

Absence d’un actif sans risque

Frontiere efficiente

La détermination des poids optimaux se fait suivant la misation de la variance du portefeuille sous la
contrainte d’une rentabilité objeciif, et le fait que la somme des poids est égale a 1. Formellemeun, n
avons :

minw' Yw
w

sous les contraintes :
/ _
W=
we = 1

avecw le vecteur de poids des actifs composant le portefeyille vecteur des rentabilités des actifs,
¥ la matrice de variance-covariance des rentabilités défs,asymétrique et définie positive ete =
11...1].

Résoudre ce probléeme de minimisation nous permet de déégindtion de la frontiere efficiente définie
par Markowitz. Nous déterminons pour cela le lagrangien :

L=wYw+ A\ (p —w'p) +A2(1 —'e)
avec)\; et )\ les multiplicateurs de Lagrange. La condition d’optinméatiu premier ordre s’écrit :

oL A
—z?Zw—Alu—Agezoﬁwz—lZ_lu—i—
Ow 2

En combinant avec les 2 contraintes, nous avons :

A2

5 yle (2.1)

Wpo=p e = [ STt 'S e =2,
we =1 w 1 AN lu+ /S le =2

Nous posons les constantes suivantes :
A=Y u=pyY e, B=p/S ty, etC =e'S te.
Le systeme a résoudre @n et Ay devient :

MB+ XA =2pu,
MA+XNC =2

Nous obtenons finalement les expressions des multiplicatiuLagrange suivants :

BCOA — A’X; =20, —2A & A\ = 2CMP7D_A
B—A
A2\y — BCAy = 2Ap, —2B & Ay = 2T“p

2. X est définie positive signifie quér € R™, 2/Xx > 0 etz’Sz = 0 = x = 0. Comme elle est en outre symétrique, nous
pouvons réduire cette définition au fait que toutes ses k@@opres doivent étre strictement positives.
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avecD = BC — AZ2. Enfin, en substituant les expressions des multiplicatéans I'équationZ.1), nous
obtenons les poids du portefeuille de variance mininaynsuivants :

wp =g+ hpy

avecg = %[B(E*le) —AX ') eth = %[C(E*lu) —A(Z7e)].

Il est commode de représenter la frontiére efficiente, @edire 'ensemble des portefeuilles efficients,
dans le plar{y,, o,,) avec (cf. Figure.13) :

A A
op = yJwpXw, = \/<21p/2_1 + 226’2—1> Ywy,

/\1 /\2 /\1 )\2
?M/Wp + 76/“’? = \/QMP + 5

= \/11) (Cu2 —2Ap, + B)

La partie de la frontiere efficiente située en-dessous dut jpai I'écart-type est minimum (correspondant,
nous le verrons dans le paragraphe suivant, au portef@NMI) n’est bien entendu pas optimale puisqu'il
est possible d’obtenir, pour un méme risque, une rentélliis élevée.

Portefeuille global de variance minimum

Outre cette équation définissant 'ensemble des portésigfficients, nous pouvons déterminer le porte-
feuille ayant la variance la plus faible. Nous I'appelonpdetefeuille global de variance minimum (Global
Minimum Variance ou GMV). Il se calcule a partir du programdieptimisation suivant :

min w'Sw
w

sous la seule contrainte :
we=1

Le lagrangien s’écrit alors :
L=uw3Yw+A1—-w'e)

La premiére condition d’optimalité nous donne la relatiaivante :
oL

— =2w—-Ide=0w= iEile (2.2)
Ow 2

En la combinant avec la contrainte, nous obtenons :

A 2
56/2_16 =1« A = E
Ainsi, nous avons les poids du portefeuille GMY suivants :
1
=_y!
wg c e

Nous avons aussi les expressions de la rentabilité moyenee de I'écart-typer, du portefeuille GMV
suivantes :

/

Mg = /_j/wg:

/1
oy = ,/w;Ewg: °

3. Les frontieres efficientes de la Figuel sont déterminées a I'aide d’un cas particulier issu de lfojs@tion d’'un portefeuille
composé de 3 indices actions.

Ql
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Présence d’'un actif sans risque

Frontiere efficiente

Avec la présence d'un actif sans risque, la contrainte darsmues poids égale a 1 n’est plus nécessaire
puisqu’il sera invest{1 — w’e) dans I'actif sans risque. Le programme d’optimisation agteant le porte-
feuille de variance minimum avec comme rentabilité obfecfiest défini de la maniére suivante :

min w'Yw
w
sous la contrainte :
Wi+ (1—we)ry =
avecry la rentabilité de I'actif sans risque. Le lagrangien s'&cri
L=wYw+ Ay, —w'p—(1—uwe)ry)
Nous différencions par rapport & et annulons cette dérivée a 0 :

oL A1
% =2w—-ANu—rre) =0 w= 52 (1 —rye) (2.3)

En combinant avec la contrainte, nous avons :
/ / A I5—1 A Iv—1
pwt(l—ewry=pp & JpE(p—rpe) =SB (u—rpe)ry = pp =1y
A _ Hp —Tf
2 (p—rpe)SY(n—rye)

Ainsi, nous avons d'aprés I'équatioR.8) les poids du portefeuille de variance minimumégaux a :

=

Hp —Tf
(n—rpe) B~ pu—rye)

wp = “Hu—rpe) =c, X (1 —rye)

Et si nous définissons les notations suivantes= p — rre, A = ¢S~ fi, B = i’ 11, nous obtenons :

wy = %z—lg (2.4)
avecc, = Po.

L'écart-type de ce portefeuille a pour expression :

| iy /1.
op =y wpXwp = Ep: §|/‘p‘

ce qui nous donne I'équation de la frontiere efficiente. N@msarquons que cette derniére est une droite
croissante lorsqug, > r; et décroissante lorsqug, < ry. Ce second cas n’est bien entendu pas optimal
puisque pour un méme risque, nous pouvons obtenir un remdeius élevé.

La frontiére efficiente (cf. Figur@.1) se réduit ainsi a la tangente croissante a la frontiéreiasfie des
actifs risqués et ayant pour origine le taux sans risqueshg@pelons cette droite @apital Market Line
Nous pouvons observer que I'introduction de I'actif sasgue améliore sensiblement le ratio de Sharpe
des portefeuilles puisque pour un méme risque, il est plesgibbtenir un rendement plus élevé.
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Portefeuille tangent

Dans I'ensemble des portefeuilles efficients avec la pagsdiun actif sans risque, il existe un portefeuille
uniguement composé d’actifs risqués. Ce portefeuille Bstarsection de la frontiere efficiente déterminée
avec I'absence d’un actif sans risque avec celle déternpirégdemment avec la présence d’un actif sans
risque. Etant donné que cette derniére est une droite, tefpaille composé uniquement d’actifs risqués,
appelé portefeuille de marché, est le portefeuille tandémiis ajoutons a I'équatio (4) donc la contrainte

de somme des poids égale a 1 pour obtenir I'expression de&ks p

Ainsi, ses poidsy, sont tels que :

!/ /
we=1 & ecwy=1
Is—1~
& X =1

o 1
Cq:T
A

Ainsi,
1
Wog = TE_l [
«= 7 1%

Et 'espérance de rentabilité en excés du taux sans risqgcatt-type du portefeuille tangent ont pour
expression :

ﬂq = qu: ~

B
oq = ,/w;qu: E

Il est intéressant de préciser pour conclure que ce poitieféangent est celui qui a le ratio de Sharpe
maximum, parmi les portefeuilles composés uniquementitBaisqués, égal a :

s, =t _ B

Oq

En effet, le portefeuille tangent appartient bien a la @rzEtplus pentue, parmi celles issues de l'origine
et coupant la frontiére efficiente des actifs risqués.

020
|

_— Sans actif sans risque
e Avec actif sans risque

015
|

Espérance

005
|

000
|

T T T T T T T
O.00 0.05 o0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Ecart—type

FIGURE 2.1 — Frontiéres efficientes
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Frontiere efficiente avec un parametre d'aversion au risque

Il est possible aussi de construire la frontiere efficiergs actifs risqués a I'aide d’une formulation diffé-
rente mais tres utilisée en pratique. Nous allons alorgtelet maximiser I'utilité d’'un investisseur rationnel
qui sera caractérisé par un parameétre d’aversion au rigeé

Le portefeuille ainsi obtenu est le portefeuitiptimalqui maximise I'espérance de I'utilité de I'investisseur
E[U(W)] avecV la richesse de l'investisseur. Dans le cadre théorique dédwatz, il est utilisé une
fonction d'utilité quadratique. Maximiser cette fonctiobjectif revient a maximiser, par rapport.a la
fonction d’optimisation de moyenne-variance :

max E[U(W)] < max (w’[l — lw'Zw)
w w 2

Nous remarquons que plus I'individu est averse au risquerdit), plus le risque du portefeuille optimal
pénalise son espérance de rentabilité : le portefeuilléemiag est donc moins risqué. La maximisation sans
contraintes de cette fonction a pour solution les poidsguixw™ :

1
w'=-%""0
g

Ces derniers sont déterminés a l'aide de la résolution gifdsation d’'une fonction quadratique qui
annule la dériveée premiere enet a une dérivee seconde négative, ce qui implique sa mations
Le portefeuille tangent est déterminé pour une aversiofmsgue .y = A = /Y.

Des contraintes peuvent étre ajoutées et les poids optimamalors obtenus a I'aide de méthodes de
maximisation numériques de l'utilité. Des exemples de i@ntes sont I'interdiction de vente a découvert,
les poids ne peuvent alors pas étre négatifs, ou encored3silpilité de recourir a I'effet de levier, c’est-
a-dire que I'investissement est auto-financé et le poids Hactif sans risque ne doit donc pas étre négatif
(pas d’emprunt).

Limites de I'optimisation de Markowitz

Nous allons présenter 4 limites a I'optimisation de poudéle suivant Markowitz qui nous semblent essen-
tielles :

1. La premiére concerne la modélisation statistique sacsAte a I'optimisation moyenne-variance :
effectivement, réduire les actifs a leur moments d’ordrentyenne) et 2 (variance) revient a modé-
liser les actifs du portefeuille optimal par une loi gausee Or certains actifs ne sont pas gaussiens
et peuvent avoir des profils de distribution tres différefitgptimisation de Markowitz fournira alors
des résultats peu cohérents avec la réalité. Nous penspastins risquées mais aussi aux titres de
créances qui devraient étre modélisées plus précisément.

2. Ladeuxieme est la dépendance de I'optimisation de Matk@V estimation des rendements moyens.
Ces rendements estimés pour une période d’allocation peéaveluer a court-terme : or un change-
ment tres faible de la moyenne des rendements aura des censég démesurément importantes sur
I'allocation, ce qui semble ennuyeux dans la pratique. tifojsation est donc relativement instable.

3. La troisiéme survient lorsque le nombre d’actifs a prdiisilaires est trés importants. Alors la ca-
ractéristique définie positive de la matrice de varianogdance peut étre mise a mal. Des méthodes
d’extraction de facteurs communs (ACP) ou de shrinkage grauaiors déterminer une matrice de
variance-covariance plus facile a utiliser. LAPT (sentib2.2 peut ainsi étre utilisée pour déter-
miner les facteurs latents et calculer une matrice de vegi@ovariance sur ces facteurs de risque
orthogonaux.

4. La calibration de cette aversion n’est pas évidente.dffiere fortement entre les individus. Nous pouvons néanmdéiermi-
ner un coefficient moyen. Considérons le portefeuille de néadehrentabilité en exces du taux sans risfye — 7 et de volatilité
Ry —ry

2
M

o - Alors, nous définissong =
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4. Laderniere limite est opérationnelle : en effet, lesraations étudiées précédemment donnent des
solutions simples mais dans la réalité les contraintesesupdids sont plus nombreuses et rendent
I'optimisation difficile. En effet, régulierement, un irstisseur peut vouloir mettre des limites d’achat
ou de vente sur certaines classes d’actifs (on peut pensex@aple aux actions des pays émergents
qui sont plus risquées et dont on peut vouloir limiter I'ali¢éion). Les contraintes vont alors influencer

fortement les allocations qui ne seront alors plus si ogémgue prévues...

Nous allons présenter dans la suite deux méthodes d’dbbocanovantes permettant de dépasser ces

mites de I'optimisation de Markowitz.
La premiere va permettre d'éviter la deuxiéme limite de délpace de I'allocation a I'estimation des

rendements moyens : Black et Litterman ont ainsi proposénot€lisation plus robuste a I'estimation des

rendements, que nous présentons en segtn

La deuxiéme méthode est une méthode probabiliste dont tlons présenter succinctement les enjeux en

section2.3. Nous pourrons alors améliorer I'optimisation en réalisies simulations Monte Carlo a l'aide
de modélisations des actifs du portefeuille & optimises pldéquates que la loi gaussienne.

Conseil pratique de gestion

La méthodologie de Markowitz, dans des conditions de nadténdés actifs, permet au gérant de fixer |
poids de son portefeuille selon la contrainte qu'il s’eséé>xd’objectif de rentabilité par exemple. Ainsi,
est possible de combiner les connaissances pratiques deraigre partie avec l'allocation efficiente d
Markowitz : dans la gestion stylisée par exemple d’actioéfedsives, nous allons pouvoir déterminer
poids optimaux entre toutes les actions ayanpunférieurs al qui ont été sélectionnées. Cette allocati
que I'on appelle stratégique, déterminée sur un horizon dgan-terme, sera certainement ajustée suiy
les conditions de marché : ce sera I'allocation tactiquentioous allons présenter un outil quantitatif da

la section suivante.
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2.2 Allocation tactique Black-Litterman

Tout d’abord, définissons l'allocation tactique relativearha I'allocation stratégique. La différence entre
ces deux types d’allocation est d’ordre temporel. Plusipé@cent, I'allocation stratégique va étre définie
pour un horizon de temps relativement long (1 & 3 ans) ebtation tactique pour un horizon plus court (1
a 3 mois). Cette derniére sera donc un ajustement de I'éilbocstratégique aux conditions conjoncturelles
du marché.

L'optimisation de Markowitz étant trés sensible aux éviolus mémes faibles des estimations des ren-
dements moyens, Black et Litterman ont proposé une verdim rpbuste de 'optimisation moyenne-
variance.

2.2.1 Principe général

Black et Litterman ont développé en 1990 un modeéle d’aliocatjuantitatif flexible sur lequel nous
pouvons affecter deguesde sur ou sous-évaluation sur les actifs. Les poids optingginen ressortent
conjuguent donc le portefeuille stratégique original gdéré comme portefeuille d’équilibre) et le porte-
feuille issu des vues.

L'approche Black-Litterman d’allocation tactique es@rdgssante a différents niveaux :

1. c’est une approche originale, flexible et scientifiquetmebuste d’allocation tactique, qui conjugue
portefeuille stratégique et vues tactiques.

2. il est possible de la compléter par des contraintes psauuerocessus d'allocation tactique.

Les inputs principaux nécessaires a la détermination defeaiille tactique sont les vues (issues des écono-
mistes ou de modeles quantitatifs de prévision) sur lefsaimposant le portefeuille stratégique ainsi que
I'allocation stratégique du portefeuille. A partir de eetterniére, nous calculons les rentabilités implicites
IT correspondantes, en excés du taux sans risque :

I =~Xw*

avecy le parametre d’aversion au risquela matrice de variance-covariance des actifs;*des allocations
stratégiques du portefeuille.
Les vues que nous obtenons sur les différents actifs vaetdgivier les rentabilités implicites dans le sens
approprié. Ceci détermine alors ce que nous appelons l&hiktés mixtesl de Black-Litterman, qui ont
pour expression:

v ()t PP )t P Q) = g D

A+B A+ B

T est un parametre de confiance dans les vues :7pkst faible, plus nous aurons confiance dans le por-
tefeuille stratégique et moins dans les vues. La matfiaitermine la présence d’'une vue sur un actif et
nous décidons de la définir comme une matrice identité : naigsris donc I'hypothése que nous avons
pour chaque actif une vue, et que cette derniére peut-éiteen® contient les incertitudes attachées aux
notes (homogéne a la variance de I'actif)(@les rentabilités espérées des vues. Les rentabilités snixte
résultent ainsi d'une moyenne pondérée entre les reriebdiéquilibrell et celles associées aux vug@s
C’est a partir de ces espérances de rentabilités que noasriiédns un portefeuille optimisé, sous diffé-
rentes contraintes. Le fait de pondérer le portefeuillatégiique et le portefeuille issu des vues permet de
rendre plus robustes les allocations déterminées, queaumidlons alors plus précisément, relativement
a l'instabilité de I'optimisation de Markowitz.
Les poidsw** tactiques se déduisent de I'optimisation de la fonctiortilité quadratiquel/’ dont nous
rappelons I'expression :

Q

UW) =w¥ — %w’iw

5. Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce calcul quigiszdéterminé a partir par exemple d'une application des
Moindres Carrés Généralisés (ct2]).
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2.2.2 Mise en place pratique
Parameétre d’aversion au risque

Nous pouvons calibrer le paramétre d’aversion au risgagartir de la formulation suivante :
_ Wi
R S

Parametre de confiance dans les vues

Le parametre de confiance des vuesst appliqué a la matrice de variance-covariadakes actifs risqués.
Les rentabilités mixted sont distribuées autour des rentabilités implicites diduye IT avec une matrice
de variance-covariance proportionnelle a la matrice denee-covariance initialE. Le facteur de propor-
tionnalité estr. Plust est faible, plus nous aurons confiance dans I'allocaticatégique et non dans les
vues. Dans le cas particulier al= 0, les rentabilités espérées ne sont plus aléatoires et galgséaux
rentabilités implicites ¥ = II.
Nous calibrons ce parameétre en recherchant un compronneslgntertitude des vues et celle du marché,
donc entre) ety :

__u(®)

~ ¢/PYPle
Nous conseillons néanmoins d’ajuster ce parametre de ogefentre 5% et 10%.

Obtenir les rentabilités des vues a partir de notes

Il peut arriver que les vues associées a chaque antf soient pas sous la forme d’une rentabilité mais
d’'une noten; € {—2;—1;0;+1;+2}.

Il faut alors transformer les notes des vues sur les actifemtiabilités pour obtenir le vecte@r. Pour cela,
nous déterminons une relation linéaire entre la rentéhidlii la vue); et celle implicitell; de la maniere
suivante :

Qi =1L + njoi * &

avecrk un facteur multiplicatif correspondant a la probabilité€méeur de dispersion des rentabilités par
rapport a I'incertitude associée a la vue quantifiéerpag. Nous fixons souvent entre(.3 et0.5.

La contrainte de risque béta

Il est possible d’ajouter des contraintes a I'optimisatactique. Une des contraintes que nous privilégions
dans ce cours est celle d’obtenir un béta similaire enttotation stratégique et 'allocation tactique,
c’est-a-dire la méme exposition au facteur de marché, cegjussez usité dans la pratique.
Nous définissons alors le b&t&" suivant :
BBL _ W Sw*

w*' Vw*
Rappelons que** sont les poids de I'allocation tactiquewgt les poids de I'allocation stratégique. Et nous
calculons les nouveaux poids pour lesqusfls = 1.

Conseil pratique de gestion

La méthodologie de Black et Litterman permet de proposeruiih @allocation tactique quantitatif trés
utile et pouvant fortement aidé a la décision de gestion giariefeuille. Il sera ainsi possible de faire d
vier les allocations stratégiques suivant les vues du gérdé d’'un économiste ou d’'un modéle économé-
trique) a partir d'un modele quantitatif robuste et pouvantégrer des contraintes de gestion intéressantes
comme une exposition similaire au facteur de marché.

[°A)
]
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2.3 Allocation d’un portefeuille par simulations Monte Carlo

L'allocation optimale de Markowitz réduit les actifs, coogant le portefeuille, a ses deux premiers mo-
ments statistiques. Or les actifs financiers peuvent awasrptofils de distribution trés différents de la loi
gaussienne et donc ne pas étre réduits a leurs deux prenoerents. L'utilisation de simulations Monte
Carlo va permettre d’ajouter de la flexibilité dans la mashtion des actifs et améliorer leur précision.
Cette approche peut avoir de nombreuses applications eppgaoser une multitude de modélisations des
actifs ainsi que de leur dépendafic®lous allons cependant nous concentrer sur une applicsitigple
mais pédagogiquement intéressante et qui pourra étreaipéa a souhait.

Un atout supplémentaire de cette approche par simulatiargéViCarlo est la sélection de portefeuilles
optimaux a I'aide d'indicateurs de risque plus précis conanaR étudiée dans la sectidrR.3

2.3.1 Principe de I'allocation Monte Carlo

Le principe de l'allocation Monte Carlo est relativemennple et concret. Nous diffusons de maniére
stochastique les probables trajectoires des différetifs ioanciers composant le portefeuille dans le fu-
tur. Cela demande des prévisions sur les actifs mais aussnddélisations probabilistes précises. Nous
construisons alorgV trajectoires simulées d'un portefeuille dont nous avoné fes poids au préalable.
Puis nous déterminons certains indicateurs (rentabidtstilité, VaR, ratio de Sharpe, etc.) sur chaque
trajectoire simulée du portefeuille et nous en calculonsiégenne. Nous diffusons pour un autre porte-
feuille a poids fixés sed/ trajectoires simulées a partir desquelles nous calcularsugeau la moyenne
des indicateurs. Nous réalisons cela pour plusieurs muitifs, suivant nos contraintes d'allocation, et
nous déterminons au final le portefeuille ayant par exengphedilleure moyenne de ratios de Sharpe.

Pour décider quel sera le meilleur portefeuille, nous avidre déterminé la moyenne, sur les multiples
trajectoires du portefeuille, de différents indicatewegidque et de performance. Ces moyennes ont en fait
des propriétés intéressantes : en effet, elles convergentesyraies moyennes (Loi des Grands Nombres)
et les erreurs sont asymptotiguement gaussiennes (Thé@entral Limite).

Nous allons nous concentrer dans la suite sur I'allocationtd Carlo pour un portefeuille diversifié simple
contenant un indice actions, un indice obligataire et uicachonétaire. Nous présentons donc dans ce qui
suit une modélisation possible pour chacun de ces troisacti

2.3.2 Modélisations probabilistes

Nous allons dans ce paragraphe proposer des modélisatiobahilistes simples et fondamentales pour
les 3 actifs financiers suivants : action, obligation et tewonétaire ; ainsi qu’'une méthode classique de
calibration des paramétres des modéles : le Maximum de &frdakance.

Indice actions

Modeéle

D’apres les résultats énoncés précédemment, la caractéssign peut étre rejeté pour les actions mais ne
semble tout de méme pas absurde étant donné le profil debdigiri d’un indice actions (cf. Figure.5
pour le CAC 40). Certes, il serait nécessaire d'utiliserrdedéles plus précis mais la loi gaussienne semble
tout de méme un bon arbitrage entre 'adéquation aux rditézbd’un indice actions et la simplicité de sa
modélisation.

Nous allons donc utiliser comme modéle probabiliste le neowent Brownien géométrique de type Black
et Scholes (moyenne et volatilité constantes). Son équdiftérentielle stochastique (EDS) s’écrit de la
maniére suivante :

6. Nous pouvons en effet modéliser la dépendance, parfaiénegt entre les actifs par des outils probabilistes complekes
robustes : les copules.
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avecy la moyenne et la volatilité des rentabilités de I'indice actions, &} un mouvement Brownien
standard.

La réalisation pratique de simulations nécessite la disatéon de ce processus. Pour simuler une trajec-
toire, nous utilisons la discrétisation exacte suivante :

2
Si+ar = Spexp [(,u — O;) At + oV Ats}

avecAt le pas de temps de discrétisation retensgi@te variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
Nous pouvons aussi utiliser une discrétisation approxv@at I'aide d’'un schéma d’Euler. Le schéma
d’Euler s’écrit alors :

SH»At = St(l + /LAt + oV At&)

avecs$ la discrétisation approximative de I'indice actions.

Concretement, nous générons des nombres aléatoires tirieldi Normale centrée réduite et a partir de
ces derniers, nous appliquons la formule de discrétisgtam obtenirun chemin particulier de I'indice
actions. Il nous faut maintenant estimer les valgueto.

Calibration

Nous utilisons la méthode du Maximum de Vraisergblance.

Tout d’abord rappelons que les rentabilifés; . A, = tgm — 1 de l'indice actions suivent la loi Normale
t

Suivante :
o? 2
Rt|t+At ~ N o — ? At ;O At

La log-vraisemblance s’écrit alors :

(Rijpsnr — M)*

1
L(Ryjirae s o) = D) [1n(27r) +1In S + 52

] 1<t<T

2
avecT I'horizon de I'échantillon de donnéeS? = o2At et M = (M - U2> At.

La log-vraisemblance peut étre considérée comme la priiéatiobservation de I'échantillon. L'estima-
tion va alors avoir pour objectif la maximisation de cettelyabilité d’observation : en effet, puisque nous
avons observé I'’échantillon, c’est que sa probabilité péajiion est forte. Nous pouvons estimer alors le
vecteur des parametrés= (i, o)’ par Maximum de Vraisemblance. L'estimateur du Maximum daiVr
semblance se définit comme :

T
0= argmaxz 1,(0)
t=1

Nous obtenons les estimateurs suivants :

T

~ 1
M = 5> Rijeear
t=1
) 1 L N2
S = Tt (Rt|t+At_M>

I
-
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Modélisation de l'indice obligataire

Avant tout définissons une obligation pour comprendre I¢gsusrde la modélisation qui suivra.

Définition d’'une obligation
Les obligations sont des titres de dette pour les entrepeisge créances pour les souscripteurs. Les obliga-
tions sont émises sur un marché primaire a un taux fixe gé@méealt et négociées sur un marché secondaire
avec un prix évoluant en fonction des taux émis sur le maroh@&re. La société s’engage a rembourser le
capital emprunté a une échéance déterminée et a versegéuét imnnuel. Les droits sont donc moins élevés
gue pour les actions mais les créanciers seront priotédrs du remboursement suite a un défaut de la
société.
L'obligation est caractérisée par neuf éléments :
1. la valeur nominale ou facialg définie a I'émission et a partir de laquelle sont calculésrigséts
OU COUpONS Versés,

2. la maturitéT’, définissant la date de remboursement de I'emprunt obiigata

3. la valeur d’émission qui peut étre égale a la valeur nolmjriggmission est alorau pair, ou en-
dessous caractérisant une prime a I'’émission,

4. la valeur de remboursement, égal ou supérieur a la vagninale, et dans ce dernier cas, il existe
donc une prime de remboursement,

5. le couporC, définissant le montant des intéréts versés,

6. le taux nominal ou facial, il définit la valeur du coupon ehd le revenu de I'obligation. Il peut étre
fixe ou variable,

7. le taux de rendement actuarig| définissant le rendement réel suite aux variations de taujes
marché secondaire au temps

8. la date de jouissance : date a partir de laquelle les istéo@ calculés,
9. la date de reglement : date a laquelle 'emprunt est liguid

La valorisationV;, d’'une obligation ert va étre égale a la somme actualisée de ses flux ftluemposés
des coupons et du remboursement final :

T T-1
Fy C Vv
‘/t = _—_— = +
0§1 (1 + T‘t)e_t 9;1 (1 + rt)g_t (1 + ’I"t)T_t

La valeur de I'obligation va évoluer de maniére opposée ke ckl taux de rendement actuariel : si les
taux montent (baissent), la valeur de I'obligation sur lerché secondaire va diminuer (monter). Pour
qguantifier cette sensibilité de la valeur de I'obligatiom&ériation des taux, nous allons utiliser un concept
fondamental : la duration.

La duration a été introduite par Macaulay en 1938 qui chérémomparer I'évolution des taux longs avec
celle des taux courts. Réduire la différence entre ces téuraturité ne lui semblait pas adéquat car c'était
réduire laduréede I'échéancier a son dernier flux. Par exemplelueéed’un zéro-coupon de maturité 10
ans est simple a estimer puisque donnant lieu a un flux unigderéede I'échéancier est 10 ans. Or pour
une obligation de méme maturité mais donnant droit & un coapmuel, ceci ne semble pas étre juste :
puisque des remboursements sont faits avant la maturityrkition de I'échéancier des flux financiers
devra étre inférieure a celle du zéro-coupon. Macaulay wa glondérer les différentes maturités des flux
financiers de I'obligation pour déterminer la duration. kéien 1946 va exprimer cette derniére en fonction
de la sensibilité d'un titre obligataire au taux de rendenaetuariel. Nous obtenons I'expression suivante
de la sensibilités de la valeur de I'obligatiol” au tauxr, ent = 0, en dérivant la variation relative de cette
valeurV consécutive a la variation du tauwx

T T

v 1 1 Fy 1 D
Vidr  T4r &= V(Ii+r)? 1+r9§“9
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Nous obtenons ainsi I'expression de la duratidimomme une moyenne pondérée des matufitss flux
financiers. La somme des poidg est bien égale &

La duration peut enfin étre vue comme la durée de vie moyerinaralle d’'un titre obligataire. A la fin de
cette durée de vie moyenne, et sous I'hypothése d’'une steupar termes plate et ne pouvant se déformer
gue parallélement, l'investisseur est immunisé contratétion de taux : le rendement de 'obligation est
a partir de cette date au minimum égal au rendement actimitial. Ceci s’explique par la compensation
avec le temps de la dévalorisation de I'obligation, par gdepa cause de la hausse des taux, par le place-
ment a des taux plus élevés des coupons récupérés.

La duration fait I'hypothése sous-jacente que tous les égaxt des maturités différentes évoluent de ma-
niére uniforme. Or la structure par termes des taux révédesqudéformation n’est pas seulement uniforme
mais intégre deux autres facteurs d’évolution : un facteupehtification de la courbe de la structure par
termes, ainsi qu’un facteur de courbure. L'étude des cowaments de la structure par termes a l'aide par
exemple d'une Analyse en Composantes Principales met eguexees deux autres facteurs de déforma-
tion et permet d’améliorer la gestion du risque de taux.

Modele

Nous pouvons maintenant proposer une modélisation adedtratfait, nous pouvons définir la rentabilité
d’unindice obligataire, investissant dans une obligatiedurationD, comme I'addition de la capitalisation
des coupons percus et de la variation de la valorisationai#idation suivant celle des taux. Un indice
obligataireO; de durationD a donc pour diffusion discréfe

19) -0 1 long At D long long
t+at = Oy +ry ~ T dong \Mt+ar T T
t

1+7r

avecr™ le taux long égal a :

TLong = sp; + rtcourt
avecsp; le spread ou écart entre le taux long et le taux court.
Il va falloir alors s’intéresser a la modélisation de ce agreSur la Figur®.2, nous pouvons observer que

le profil d’'un spread semble intégrer un phénoméne de retleumayenne. Nous allons donc proposer une
modeélisation correspondant a ce phénomeéne via un procgssiasicek qui suit 'EDS suivante :

dspy = k(u — spy)dt + ocdW;

aveck la force de rappely la moyenne de long terme des spreads vers laquelle ils terdinvolatilité
des spreads ét; un mouvement Brownien standard.

Il existe une discrétisation exacte qui est :

1— e—QkAt

spirar = spre P 4 p(l — e 4o o

Ul

avecn un nombre aléatoire issu d’une loi normale centrée réduite.
La discrétisation déterminée par le schéma d’Euler s'écrit

SPepar = SPy + k(1 — sp) At + oV Aln

I T o L At
7. Nous avons utilisé la discrétisation capitalisée du &tnon son approximation- ™At ~ (1 + rl?ng) — lavecr™le

taux en base annuelle défini classiquement sur les marchésiéiran
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FIGURE 2.2 — Spread entre I'indice taux composite corporate 10 &stUe zéro-coupon 3 mois US entre
avril 1996 et juin 2007

Enfin, il est nécessaire de corréler les indices actionsligiathire. Pour cela, nous allons simuler les résidus
¢ (défini précédemment pour les actions) ete la facon suivante :

n=pe++1—-p*z

avecy le coefficient de corrélation linéaire entre les rentadslitle I'indice actions et celles de l'indice
obligataire, et une réalisation d’une loi normale centrée réduite indépate.

Calibration
Pour calibrer le processus de Vasicek des spreads, obsajuen

2
e L R )

Le caractére gaussien explique le fait que le modéle de &fasiit trés répandu, car plus simple a manipu-

ler.
Ainsi, nous pouvons déterminer la log-vraisemblance dehbétillon d’étude, étant donné que chaque

observation de la série temporelle des spreads est issaéoiblbrmale précédemment décrite. Elle s'écrit :

(spe — M)*

5 ] 1<t<T -1

1
L(sp; kyp, o) = =3 lln(%) +In 5%+

2
avecS? = g—k (1 — ekaAt), M=pu (1 — eikm) + 67]“At5pt_1.
Nous pouvons estimer alors le vecteur des paramétres (k, 1, o)’ par Maximum de Vraisemblance.
L'estimateur du Maximum de Vraisemblance se définit comme :

T
0 = argmaxy _1,(0)

t=2

8. Cette facon de corréler a en fait pour hypothése sousiada modélisation de la structure de dépendance entrenacio
obligations par une copule gaussienne.
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Les expressions exactes des estimateurs s’en déduisenty ave** (cf. Brigo et Mercurio 7)) :

T T T
(T - 1) Z SptSpt—1 — Z Spt Z SPt—1
t=2 t=2 t=2

&= 5
T-1 T-1
(T-1) Z Sp? - l 8pt—1]
t=1 t=1
1 T
F=r—na-a ; (spy — Gispy—1)

T

. 1 . " .

52 = 71 Z [spy — aspy_1 — (1 — &)
2

t=

Il est possible aussi de les déterminer par des méthodesiguee d’optimisation de la log-vraisemblance.

Modélisation de I'indice monétaire

Nous appelons indice monétaire un indice capitalisant ur ¢& courte maturité°'". Ce dernier est la
somme du taux directeur d'une banque centrale et d’'un I¢mead de volatilité faible. Il faut donc étudier

le profil du taux directeur d’'une banque centrale. Sur la FE@U3, nous pouvons observer que ce taux
directeur est composé de sauts a la hausse ou a la baissefetetresfbanquiers centraux annoncent la
hausse ou la baisse du taux directeur suivant la conjonéameomique, créant ainsi des sauts. Il va donc
étre certainement judicieux de modéliser le taux diregb@uun processus a sauts, ou processus de Poisson.

L'indice monétairel/; sera donc composé d’une capitalisation sur le taux direcf*®'"auquel on ajoute
un spread faiblepeun:

At i At
Mt+At — Mt (1 + rgourt) _ Mt (1 + T?lrecteur_,'_ Spgourt)

avec le taux directeur simulé par un processus a sauts :

directeur directeur
Tipnatr =T + k5 x Ly, cxae * Lus<o5 — Luy>0.5)

avecl symbolisant la fonction indicatrice; etu, deux réalisations indépendantes d’'une loi uniforme
[0,1], A I'intensité ou le nombre de sauts par an<dtamplitude des sauts. Ces deux derniers parametres
peuvent étre fixés d’aprés les anticipations des intervestie la banque centrale sur le taux directeur.
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FIGURE 2.3 — Taux directeur hebdomadaire de la Federal Reserve tuSler22 janvier 1999 et le 9 mars
2007

Enfin, le spreadp$°U" composant le taux court est issu d’'une loi gaussiekitg, o) a calibrer par les
moments empiriques de ce spread.

Conseil pratique de gestion

L'approche d’'allocation a I'aide de simulations Monte Cari’a pas pour fondement une théorie financiere
aussi précise que celle de Markowitz mais gagne I'avantégfeatres flexible et précise en ce qui concelne
les modélisations des actifs financiers composant le parid. Il est relativement simple pour un gérant
de créer son propre modele d'allocation Monte Carlo et aidéfinir un portefeuille correspondant gu
profil rendement/risque défini au préalable. L'aide d’'unémgeur quantitatif sera néanmoins nécessaire
pour développer des modélisations plus complexes.




CHAPITRE 3

STRATEGIES D’ INVESTISSEMENT

Nous avons étudié précédemment comment allouer les agtifsia d’'un portefeuille en nous focalisant sur
I'optimisation de I'allocation suivant les lois de problitiéis sous-jacentes des actifs mais aussi des critéres
de performance et des prévisions économiques. Maintenardes poids sont déterminés, une interrogation
s’éleve sur la facon dont ils vont étre ajustés selon le pdafflux final que I'on souhaite.

3.1 Stratégies buy-and-hold et constant mix

Pour introduire les stratégies d’investissement, nousaltout d’abord tenter de formaliser la différence
fondamentale entre une stratégie naive, laissant sorattladlotter au gré de I'évolution des prix des actifs
la composant, et une stratégie d’'allocation fixe a tout mamen

1. la premiere est une stratédpey-and-hold
2. etla seconde une stratégenstant mix

Nous nous inspirons de la typologie de Perold et Sharpe aigwéé en 19883[1] pour présenter ces deux
stratégies.

3.1.1 Stratégies buy-and-hold

Les stratégies buy-and-hold sont des stratégies qui atHeteactifs et laissent leur poids flotter suivant
I'évolution de leur valeur. Il n'y a donc pas de rebalancet#s poids des actifs dans le portefeuille.
Lorsque la valeur de I'actif s’éleve, toutes choses égaesjtleurs, sa proportion dans le portefeuille va
s’élever aussi. Formellement, notons la valeur du poride; pourt > 1 et A, la valeur des: actifs le
composant en. Nous avons ainsi :

n

Al
P = By i
t

i=1

w! représente le poids alloué a I'actient. Dans une stratégie buy-and-hold, les poids évoluent stiga
valeur relative des actifs, et ont pour expression, pour2 (les premiers poids sont déterminés au départ
de la stratégie) :

P, Al
I Vi

i
Wy = Wy

52
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Supposons que nous ayons deux actifs, une action et unnrettumonétaire sans risque. La valeur du
portefeuille de stratégie buy-and-hold a les caractriss suivantes :

— elle est linéaire par rapport a la valeur de I'action,
— elle ne diminuera jamais en-dessous de la valeur initiekestie dans I'instrument monétaire,
— elle a un "upside" potentiel illimité, c’est-a-dire un potiel de gain illimité.

3.1.2 Stratégies constant mix

Les stratégies constant mix maintiennent une expositioisteote des actifs relativement a la valeur du
portefeuille. Les poids n'évoluent donc pas suivant la wakelative des actifs mais restent fixes. Ainsi,
comme les valeurs relatives évoluent, il faut dynamiqueamé&agjuster constamment les proportions inves-
ties en valeur dans les actifs pour demeurer a la proportiative définie au départ.

Ainsi, lorsque la valeur d'un actif diminue, toutes chosgalés par ailleurs, la proportion relative de cet
actif va diminuer au sein du portefeuille. Il va donc fallagheter de cet actif pour conserver le méme poids
au sein du portefeuille. Les poids restent ainsi const&utsr éviter d’acheter ou de vendre des actifs trop
régulierement et diminuer ainsi les codts de transactiola dtratégie, il est possible de déterminer des
seuils de perte (de gain) en-deca (au-deld) de laquelleiédlugn commence a revenir aux poids initiaux.
Au-dessus (en-dessous), nous laissons filer les poids calansda stratégie buy-and-hold.

Supposons a nouveau un portefeuille composé d’'une actinretaux sans risque. La stratégie constant-
mix va acheter I'action aprés que celle-ci a diminué et vaeladve apres que celle-ci a augmenté. Cette
stratégie s’avere alors profitable lorsque des retournenaenmarché sont fréquents et qu’une augmenta-
tion (baisse) de I'action est suivie immédiatement d’unisgm(augmentation). Autrement dit, I'anticipation
du gérant est un marché actions fortement volatil et flat.

Perold et Sharpe illustre cette caractéristique a I'aidéestemple numérique suivant. Supposons que I'ac-
tion passe dans un premier tempsld@$ a 90$, puis dans un second temps revienne a 100$, et que le
monétaire est supposé constant, pour simplifier les calbalss le cas d’'une stratégie buy-and-hold, les
poids relatifs au portefeuille ont évolué mais pas la risee®ans le cas d’'une stratégie constant mix c’est
différent (cf. tableatB.1).

Supposons que nous ayons investi 60% dans 'action et 40%0l'@@trument monétaire. Lors de la baisse
de I'action de100$ a 90$, la valeur de I'action dans le portefeuille passe6dg a 54$. Son poids dimi-
nue donc &4/94 = 57.4%. C’est le poids de 'action dans la stratégie buy-and-hOGiddans la stratégie
constant mix, nous souhaitons acheter de I'action pouniegse poids initial d&50%. La valeur correspon-
dante de I'action dans le portefeuille va alors étre égaié’a « 94% = 56.40$. Nous vendons de maniére
symeétriqueb6.40 — 54 = 2.40$ de monétaire : le portefeuille en contient ald7s60$.

La hausse de I'action qui va suivre dans le second temps \&véker profitable a la stratégie constant mix
qui vient d’acheter de I'action. En effet, la valeur de liaatdans le portefeuille va passer 8&40$ a
56.40 % 100/90 = 62.67%. La valeur du portefeuille est alors égalg7ac0 + 62.67 = 100.273$. Contraire-
ment a la stratégie buy-and-hold, qui finit@$, la stratégie constant mix a fait gagrie27$. Le position-
nement du gérantontrarianaux évolutions du marché, s’est révélé payant, car I'aclaatidn a été suivi
immédiatement par une augmentation de sa valeur.

Ensuite, il est nécessaire de rebalancer a nouveau les poidgue le$2.67$ de I'action dans le porte-
feuille représenter2.67/100.27 = 62.50% de la richesse du portefeuille, ce qui est supérieurdk
fixés. Il va alors falloir vendre de I'action po6e.67 — 60% « 100.27 = 2.51$. Nous avons a la fin de

la seconde période un portefeuille composé@é6$ d'actions et37.60 + 2.51 = 40.11$ de monétaire.
Dans le cas ou I'action va baisser au cours de la périodergeivee rebalancement va s’avérer a nouveau
profitable.
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t=0 t=1 t=2
Evolution Action | 100 90 100
Buy-and-hold  Constant mix Buy-and-hold Constant mi
Valeur action 60 54 56.40 60 60.16
Poids action 60% 57.4% 60% 60% 60%
Valeur monétaire| 40 40 37.60 40 40.11
Valeur portefeuille| 100 94 94 100 100.27

TABLE 3.1 — Comparaison des stratégies constant mix et buy-aldd-ho

Un investisseur constant mix anticipe donc des retourn&gséguliers des actifs composant son porte-
feuille. Et lorsque le marché est flat et volatil, cette gtyed profitera fortement des retournements de

marché.

Au contraire, lorsque le marché a des tendances (trendsudsé (bull) et de baisse (bear) marquées, la
stratégie buy-and-hold sera plus adéquate.

Acheter et ne plus y toucher, ou alors fixer les poids et ratidal’allocation régulierement ? Cette question
posée au gérant peut se résoudre suivant ses anticipatistispense que le marché aura un tendan
importante de hausse par exemple, il sera préférable digppl la stratégie buy-and-hold; et lorsqu’
anticipera une volatilité importante avec des retournetagaguliers, la stratégie constant mix sera pl

profitable.

Conseil pratique de gestion

ce
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3.2 Stratégies de couverture du risque

Pour couvrir le risque induit par I'investissement dansatgis risqués, il est classiguement fait appel a des
produits dérivés. En effet, ces produits créés a l'origioer@ssurer les entreprises ou particuliers contre la
variation défavorable d’un actif se révélent trés utilegublallons tout d’abord revenir sur leur définition et
la détermination de leur prix (en se focalisant sur les pitsdlérivés vanilles que sont les calls). Puis, nous
proposerons deux stratégies de couverture du risque : l&erove en Delta et I'Option Based Portfolio
Insurance.

La partie de ce cours est dédiée aux stratégies d'investeaseNéanmoins, par souci de clarté, nous ne preé-
senterons pas les stratégies d’'investissement assod@éeesidverture du risque, mais les stratégies statiques
de couverture qui constitueront une bonne introductionsiratégies d’investissement plus complexes.

3.2.1 Produits dérivés

Outre lever des fonds a I'aide des actions et des obligatleantreprises ont besoin de s’assurer contre
les incertitudes sur les prix qu’elles peuvent subir. Pala,celles vont utiliser un autre type de produit
gue I'on appelle produits dérivés, car dérivés des prodlgtbase : actions, obligations, mais aussi ma-
tieres premieres, devises, etc. Ces produits existeniglemgtemps mais leur échange s’est amplifié avec
'ouverture du premier marché organisé des options de gn& & ghicago en 1973 et la publication la
méme année de l'article de Black et Scholése Pricing of Options and Corporate Liabilitigaiblié en
juin 1973 dans le Journal of Political Economy. lls s'appéeeat & des produits échange de risqueu
encore dassurancepour les entreprises contre les incertitudes grandissated’ époque sur les prix des
instruments financiers fondamentaux.

Ces nouveaux instruments n’étaient pasa@iveauxque cela (cf. Bernsteirb]). L'innovation était non pas
dans leur fonction mais dans leur distribution au traversndechés organisés, ainsi que la formalisation
de leur prix. En effet, dans I'’Antiquité, Aristote racontand le livre | deLa Politiquel’histoire de Thalés

le Milésien. Ce philosophe, instruit des astres, lut unhilans le ciel que la récolte d’olives & I'automne
prochain serait trés supérieure & la récolte habituellge Iharantit alors la priorité sur I'utilisation pour
'automne des presses de la région en échange d’'une petimmeal’argent. |l négocia des prix faibles de
location car la récolte était éloignée et personne ne pavog que Thalés anticipait. Lorsque I'automne
arriva et que la récolte fit exceptionnelle, il y elt une fréportante demande de presses. Thalés sous-
loua celles qu'il détenait, pour un prix faible négocié Vi, a un prix beaucoup plus conséquent et devint
ainsi riche. Cette histoire est la premiére sur 'utilisatd’option d’achat I'un des produits dérivés les plus
communs aujourd’hui.

Les produits dérivés peuvent étre de deux natures difféseids contrats a terme et les options négociables.

Contrats a terme

Une opération a terme est une opération au comptant diftfage le temps. L'acheteur et le vendeur se
mettent d’accord sur les conditions d’'un échange, quiesttifera & une date future (maturité) précisée par
le contrat a terme. L'échang#oit étre exécuté. Le prix de I'échange est fixé a la date d’éldioorau
contrat mais I'échange d’argent n’est effectif qu’a la nnidéu

Par exemple, un industriel francais achéte en dollars desstil’équipement aux Etats-Unis. Ces biens ne
sont pas encore construits et donc livrables 2 ans plus@arlg prix a été fixé aujourd’hui &000$. L'in-
dustriel francais, qui a une trésorerie en euros, doit atinve prix des équipements en dollars. Supposons
gue le taux de change cote aujourd’hui EUR= 18, I'industriel a besoin donc de000 EUR. Or cette
conversiona le temps en 2 ans d'évoluer défavorablement pour l'indkistl va donc acheter un contrat

a terme qui lui garantit le prix en dollars (contre euros)owég aujourd’hui pour dans 2 ans. Il se couvre
contre un risque de change. Si le cours du dollar s’éleveaug tle change vaut alors a la maturité par
exemplel EUR= 0.58$, et I'industriel est protégé : la contrepartie lui fourni@0$ contre1000 EUR; le
contrat a terme lui permettra de payer ses biens no2({EsEUR (comme le voudrait le taux de change a
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la maturité) mais 000 EUR (le prix aujourd’hui). Dans le cas contraire, commeMig@age est obligatoire,
I'évolution favorable de baisse du dollars, par exempleEJR= 2§ (I'euro s’apprécie), n'avantagera pas
l'industriel francais (il aurait pu payer le bi€it0 EUR).

Le prix fixé aujourd’hui et correspondant au montant échangéaturité d’'un contrat a terme peut étre
calculé sans modélisation du cours du sous-jacent (dewise mbtre exemple). En effet, nous utilisons le
principe essentiel d’Absence d’Opportunité d’Arbitrag®@) sur les marchés, par lequel il est impossible
de gagner de I'argent a coup sOr avec un investissement eslarbitragistescontraignent a l'unicité
des prix des produits dérivés : deux stratégies qui doneemi&ime flux a maturité ont la méme valeur a
n'importe quelle date précédant la maturité.

Soit F;(S,T) le prix fixé par contrat a la dateauquel sera négocié le sous-jacém la maturitél’. On
I'appelle le prixforward. Soit en outreB(t, T') le prix ent d’un zéro-couponqui est un instrument financier
qui rapportel a la maturitél’. Pour se garantir de détenir le sous-jacg®n7’, nous avons le choix entre
2 stratégies :

— souscrire un contrat a terme eat verserFr(S, T) enT contre le titreS,

— acheter le titre&5 ent et le conserver jusqu’en.

Ces 2 stratégies conduisent au méme figxenT'. Pour garantir le paiement du contfatward enT, il
faut acheter la quantitg, (S, T') de zéro-coupon, qui permettra de détenir & maturité le mo#ta(S, T').

A partir de I'égalité des flux a tout moment (AOA), nous avons :

F,(S,T)* B(t,T) = S;
et donc le montant échangé a la maturité du contrat a ternfix@stujourd’hui ¢ = 0) a:

So
B(0,T)

Fo(S,T) =

Options négociables

Les options négociables sont des contrats permettanty(iargas obligation) a son détenteur d’acheter
(call) ou de vendref{ut) une certaine quantité de biens a un cours fixé a la signatucertrat, appelé prix
d’exercice étrike) K a la datel’, maturité de I'option (cas des optioasropéenngou jusqu’al’ (cas des
optionsaméricaines

Dans le cas de I'exemple de l'industriel francais achetanbien en dollars, il peut acheter une option
d’achat européenne aujourd’hui, au lieu d'un contrat a éeriti donnant le droit, suivant la situation a
maturité, d’acheter les000$ & 1000 EUR enT'. Si le cours du dollar s’éléve, alors il aura intérét a exerce
son option d’achat. Dans le cas contraire, il n'exerce pasagtion et paye dong00 EUR, ce qui est
intéressant puisque la couverture protége de la hausselldn efiodonc l'industriel peut aussi, avec cet
instrument, profiter de sa baisse. Cette différence, pgord@u contrat a terme, a cependant un co(t
puisque I'acheteur de 'option paye une prime a la signatiureontrat. Le risque est limité a la prime
payée. Cette derniére nécessite pour son calcul une matitgtiplus complexe que la simple utilisation
statiquede ’AOA. En effet, le flux final payoff) est plus complexe que celui du contrat a terme puisqu’il a
un caractére optionnel et que la trajectoire du sous-jasrét prendre en compte dans I'évaluation du prix
de I'option.

L'objet de la suite du cours est non pas d’entrer dans leslsi&amplexes de calcul stochastique de la
prime d’une option (pour cela nous nous référons aux liveeBdna et Jeanblanc-Picqud], Lamberton

et Lapeyre 22], et Musiela et RutkowskiZ9]) mais d’en comprendre la logique sous-jacente. Nous nous
intéresserons seulement a I'évaluation d'un call euroars le cadre de Black et Scholes, sans entrer
dans les calculs mais en en développant ses hypothésetedkesen
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Payoff d’'un call européen

Avant toutes choses, tentons d’exprimer le flux final ou pagiain call européen. A la maturité, R, le
profit réalisé par I'acheteur du call dépend de la valeur disgacent par rapport au prix d’exercice du
call. En effet, si la valeur du sous-jacett > K, le détenteur du call exerce I'option puisque le sous-
jacent est devenu trop cher. Il gagne donc la différesice- K, s'il revendait sur le marché, par exemple,
instantanément le sous-jacent acheté au frist de valeur de marche;.

Au contraire, siSt < K, il n’a aucun intérét a exercer I'option d’achat, puisqusdeis-jacent est moins
cher sur le marché. Dans ce cas, il ne gagne rien (il a seutgragé la prime e).

Au final, nous pouvons exprimer le gain ou payoff final commméximum entreS — K et0. Le payoff
dépend donc de la valeur du sous-jacent a la maturité, pamesgnpreévisible. Ainsi :

payoff = max(Sr — K,0) = (S — K)*

Nous voyons bien que I'acheteur d’un call européen antidgo& une hausse du sous-jacent et se couvre
ainsi contre le risque de hausse du marché. De maniére sgutie vendeur anticipe une baisse (objectif
de percevoir la prime sans que 'option s’exerce). Cettalogest valable aussi pour le put : 'acheteur se
couvre contre une baisse du sous-jacent.

Effet de levier

Le gain pour un calbr — K possible est sans commune mesure avec celui fait sur lgacerst, relative-

ment a l'investissement initial. Ce phénomeéne s’appetiidt de levier.

Lorsque I'on achéte le sous-jacent d'un call a la monnaiedmmaturitél’, la rentabilité est égale a :
St St

TtlT:?t*].:?*l

Lorsque I'on acheéte le call, la rentabilité est :

: Sy — K)*t
T§|T:7( TCt ) -1
Si St > K, alors le call est exercé et la rentabilité devient :
ripm = STJ -1
tT C,

Si St < K, alors le call n’est pas exercé et la rentabilité devient :

Soit I'application numérique suivantes; = 98, K = 100 etC; = 4.8.
Dans le cas o7 = 107 :

107
= — —1=9.2
T 98 %
107 — 100
Dans le cas o¥r = 100 :
100
=——1=24
Tt 98 %o
100 — 100

L'achat de call est donc beaucoup plus risqué, a cause det Ik&f levier induit.



58 Stratégies d'investissement

Probabilité d’exercer un call

La probabilité d’exercer le call est intégrée dans un ingigaappelé le Deltd qui exprime la sensibilité
de la variation du prix du call relativement a celle du sacept. Cette sensibilité évolue au cours du
temps, et plus elle est proche de 1, plus I'exercice est ptebBlous pouvons associer les valeursXia

la probabilité d’exercer le call ainsi qu’'au payoff probaldans les trois cas de figure suivants :

A Probabilité d’exercice Payoff probable Position \
A—1 Forte Sr>K Dans la monnaie
A — 0.5 Aussifaible que forte Sr=K A la monnaie
A—0 Faible Sr < K En dehors de la monnai

TABLE 3.2 — Delta et probabilité d’exercice

L'objectif du spéculateur va étre d’acheter en dehors dedaraie : en effet, le produit dérivé est alors

peu cher, car la probabilité d’exercice est faible et la jpilge de gain importante, si le sous-jacent monte
pour un call, baisse pour un put. L'effet de levier associpraduit dérivé permet alors de forts gains. Ceci
expliqgue pourquoi les échanges sur les produits dérivéexplbsé : ceci n'est pas seulement da a leur
utilisation par les entreprises mais surtout a celle fadtelgs spéculateurs.

Evaluation d’un call européen Black-Scholes
Ce paragraphe est mathématiquement plus poussé donctpenggligé par les étudiants n’ayant pas le
niveau pré-requis.

L'objectif est d’évaluer le prix aujourd’hui et d’un flux h(St) = (St — K)T qui ne sera connu qu’a la
maturitéT'. La méthode utilisée est de construire une strat@¢gjei réplique le méme payoff(Sr) enT.
Nous aurons a notre connaissance le prix de ce portefeudigt instant et par la méme, nous obtiendrons
le prix du call en0 par AOA. En effet, rappelons que deux stratégies ayant mémefiT auront méme
valeurvt.
La stratégie de réplicatiop aura comme caractéristique essentielle I'auto-financemen portefeuille
auto-finangant est une stratégie financiere d’achat et de wBactifs dont la valeur n’est pas modifiée
par le retrait ou I'ajout deashde maniéere extérieure. Les variations du portefeuille soes aux seules
variations du cours des actifs. La stratégie va étre une twision linéaire de 2 actifs : le sous-jacent
(action, matiére premiére, devisg)et I'actif sans risques®. Elle aura pour valeuv; (¢) = ¢;S; + ¢?5?.
Dans le cadre de la modélisation de Black et Scholes, deshgsms, assez restrictives mais permettant
d’obtenir une écriture fermée du prix d’un call, sont én@xcg
— le sous-jacent (I'actif risqué) suit un mouvement Browrgé&ométrique sous la probabilité historigbe
dont I’équation différentielles stochastique (EDS) si&€6; = S;(udt+odW,), aveclW; un mouvement

2
Brownien standard. Nous en concluons a partir du lemme qu&S; = Sy exp [(M — 02) t+ aWt}

2
et donc les rentabilités du sous-jacent suivent une loi e | 1 — %, o?

— l'actif sans risquedash) est déterministe (non aléatoire) et sa dynamique estseptée par I'EDS
dSY = SVrdt. Ainsi, S = exp(rt).

. . . . N L
Un résultat essentiel est la fait que si le processus aséugli= S—f) (écrit dans le numéraireasl) est
t

Vi(p)

une martingale, alors la valeur financiére actualigée) = 30

d’'un portefeuille auto-financant est une

martingale.
Nous allons donc déterminer une probabil@ééquivalente a la probabilité sous laquelleS; est une
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martingale. A partir du théoréme de Girsanov, nous savoadejprocessus d’ED8&S; = S;odW;, avec
Wt =W;+ Xteth = pr

ag
I'actif risqué a méme rendement que I'actif sans risqd6;: = S;(rdt + cdW;) sousQ. Nous avons tous
les éléments essentiels pricing d’un call européen.
Nous supposons le marchémplet Cette hypothése implique que la probabitiggue-neutre) est unique
et permet ainsi de garantir I'existence d’'une stratég@uto-financante qui réplique le flux final du call
européen et dont la valeur actualisée est une martingasglsdtn conséquence, le prix du call est unique.
La stratégiep a pour valeur a la maturité;(p) = h(Sr) = (St — K)™' etainsivt < T, nous avons, avec
la tribu F}; représentant I'information disponible a la date

Vilp) = Eq[Vrly) | F]
Vilg) = e T DEq[h(Sr) | F]

2
Vo) = 0 (siew ((r- G ) @ -0 +oFe -0 ) 7]
Or Wz — W; estindépendant dE, et S; estF; mesurable. Don¥;(¢) = ¥(T —t,S;) avec :

WT—tz) = e TR, {h <x exp <<7 - U;) (T —t)+ o(Wr — WJ))]
= e "TIEG[A(Sr—1)]

, est un mouvement Brownien soQs probabilité appeléasque-neutrecar

Le prix du call européel, aujourd’hui, similaire a celui de la stratégieV, (), est alors (nous ne dé-
crivons pas ici les différents calculs qui aboutissent aéseiltat, cf. par exemple Musiela et Rutkowski
[29]):

Co = 2®(dy) — Ke " ®(dy)

2
avecr = Sy, ®(.) lafonction de répartition de la loi Normale centrée et régldy = —— [(r — 0) T+ 1n Iﬂ

etd1 = d() —+ O'\/T.
Pour toutt < T', nous avons :

Cy = 5,®(dy) — Ke " TV d(dy)

2
avecdy = U\/% [(r - 02> (T—1t)+1n f{t} etdy =do+oVT —1t.
Nous avons ainsi obtenu la formule fermée d’évaluation dxi gfun call européen dans le cadre de la
modélisation de Black et Scholes.

Des modeles plus raffinés pourgecing de produits dérivés ont été mis en place comme ceux a vidatili
stochastique (Heston) par exemple prenant en compte latésganon gaussien des actifs financiers. Ceci
n’est pas l'objet de ce cours.

Volatilité implicite

La volatilité est en effet dans la réalité non constante. €strévelé par un indicateur trés usité dans la
pratique : la volatilité implicite.

Les agents des marchés financiers évaluent les calls etquizas a I'aide de leur prime mais a I'aide de
I'unique parametre pouvant étre évalué differemment sitiless agents dans I'évaluation de Black-Scholes :
o. EtI'on va parler alors de volatilité implicite, détermaéomme la valeur de la volatilité que les agents
ont utilisée pour pricer le produit dérivé. La relation enprime du call, et du put, et volatilité implicite est
positive : plus la volatilité implicite sera élevée, plus egents anticiperont une variabilité importante et
donc une incertitude du marché plus forte, et plus il coltliex d’acheter un produit dérivé étant donnée
l'incertitude élevée concernant la valeur du sous-jacenagurité.
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Il est intéressant en outre de préciser que la volatilitdioite n'est pas constante suivant la position du
strike par rapport a la valeur du sous-jacent : a la monnaiegglatilité implicite est la plupart du temps a
son point le plus bas, et plus on s’éloigne de la monnaie,gllasest élevée. On appelle ce phénomeéne le
smilede volatilité.

Cesmilese révele étre souvent wkew car la volatilité implicite est plus élevée pour des vasedm sous-
jacent faibles (achat de puts pour se couvrir contre la bales marchés) que pour des valeurs élevées
(achat de calls). En effet, la demande de couverture coatbmisse du marché est plus forte que celle
contre la hausse : les agents seront plus sensibles au dedpssse qu’au risque de hausse.

3.2.2 Couverture en delta statique

A partir de ces produits dérivés, nous sommes capables etop@er des stratégies d'immunisation contre
la variation du sous-jacent. La premiéere est la couvertmedta, combinant call et sous-jacent.

La valeur d’'un portefeuilld’; composé d’un call et de son sous-jacent et &) = aCy + 35;. Ce por-
tefeuille est insensible au cours du sous-jacent si le feuilée a une variabilité par rapport au sous-jacent

) N oV - 0Cy - T - 0o
nulle, c’est-a-dire s% =oos + 8 = 0. Or l'indicateur Delta du call ef estA = 35 ®(dy) et

donc nous obtenons? = —a®(d;). Le portefeuille de couverture est donc composé de I'achat call

par exemple et de la vente d€d; ) sous-jacent.

Si nous fixons ce Delta pour toute la période d'immunisatlarpfoportion de sous-jacents est donc fixée
ay), nous produisons une couverture statique non optimale elta a besoin d’étre ajusté au cours du
temps et de I'évolution du sous-jacent. Cette couverturedymamique peut étre améliorée a I'aide d'une
couverture dynamique qui dépasse le cadre de ce cours.

3.2.3 Assurance de portefeuille

L'objectif de gestion en assurance de portefeuille estsdigs un portefeuille actions contre une perte
importante ; les techniques quantitatives sont esseartielht issues de I'utilisation des produits dérivés
ainsi que de I'estimation de la perte contre laquelle lergféraut se protéger.

Nous définissons un horizah de gestion ainsi qu’une valeur planchiér en-dessous de laquelle la valeur
du portefeuille ne doit pas tomber a I'horizon. Un cas paliic classique est celui de la garantie de la
valeur initiale du portefeuille a horizon. Trois types dasigie sont présentées :

1. la stratégie stop-loss,
2. la stratégie optionnelle,
3. la stratégie du coussin.

Stratégie stop-loss

Cette méthode est la plus simple. Nous considérons un paitlefdont I'univers de gestion se réduit a un
indice actions et a un actif monétaire sans risquestiop-lossest habituellement utilisé pour garantir un
portefeuille investi entierement en actif risqué, ici eti@ats.

La méthode stop-loss consiste a vendre l'indice actiorsglex la valeur de ce dernier touche la valeur
plancher, et consécutivement a placer I'argent au taux isseguse. Le gérant achétera a nouveau l'indice
actions lorsque la valeur de ce dernier repassera au-déssas/aleur plancher. Nous allons décrire cette
méthode a I'aide d’'un exemple numérique simple.

Supposons une discrétisation du temps en 5 périodes. Larydncher est fixée a la date= 5 (horizon

de gestion) &7 = 100, valeur de I'indice actions a la date initiale= 0. Le taux d'intérét est supposé
constant et égal sur les 5 périodes;a= 2%. La valeur du plancheF doit donc étre actualiséepour

1
1. Letaux entre 2 dates est égalla+ ry) 7 —1 = (1+ 0.02)% —1~0.40%.
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déterminerr; ala date < 7' :

F
Ft == 77“7‘_1
(L+rp) ™

Ainsi, la valeur initialeFy du plancher garantissant une valeur du portefeuille sepeiou égale &00 a
horizon est égale a:

100

= —— = 98.04
1+0.02

Fy
Cette valeur évolue bien sir a chaque date. Lindice acéwakie aussi mais de maniére plus erratique. Son
niveau va déterminer la composition du portefeuille stogsl: vente de l'indice actions lorsque le plancher
est traversé, achat lorsque l'indice actions rebonditessds du plancher. Nous supposons aussi qu'il n’y
a pas de codts de transaction.

Enfin, ajoutons que, dans la pratique, il n’est pas possiblgahsférer I'investissement juste au moment
ou I'actif risqué touche le plancher : il y a toujours un détz@ qui est pris en compte dans I'exemple
numerique.

Date | Plancher| Monétaire| Actions Portefeuille

Actions Monétaire  Total
0 98.04 100 100 100 0 100
1 98.43 100.40 105 105 0 105
2 98.82 100.80 98 0 98 98
3 99.21 101.20 97 0 98.39 98.39
4 99.60 101.60 102 98.78 0 98.78
5 100 102 106 102.65 0 102.65

TABLE 3.3 — Stratégie stop-loss

A la date2, la valeur de l'indice action9g) passe en-dessous de la valeur actualisée du plarghe2):

le gérant réinvestit alors tout son capital dans I'actif gtaire sans risque. A la datela valeur de l'indice
actions (02) est supérieure a celle du plancher actuali®®e5() : c’est donc le signal pour transférer le
capital dans l'indice actions pour la derniére période. Oit bien que le décalage temporel du premier
transfert fait que cette stratégie n’est pas optimale cardate4, la valeur du portefeuille98.78) est en
revanche inférieure a celle du plancher. Le gérant, paraghdans cet exemple, a acheté l'indice actions
juste avant une nouvelle hausse de ce dernier.

Cette stratégie simple a plusieurs limites :

1. les transferts de capital sont trés importants. C’edtdauien : le portefeuille stop-loss est investi
soit entierement en actions, soit entierement en monétagscodts de transaction peuvent alors étre
prohibitifs.

2. cette stratégie fonctionne lorsqu’il y a des tendancesjué®s sur le marché actions. En effet, on
investit dans les actions aprés que la valeur de ces desrdérmnté. Pour en retirer un profit, il faut
gu’'a la période suivante, les actions continuent de mobtans notre exemple, si les actions avaient
subi une baisse entre les datest 5, la valeur du portefeuille a I’horizon aurait été infériewau
plancher. La garantie du capital n’est donc pas assuréeutiemsirché volatil, sauf & supposer que le
transfert de capital entre actions et monétaire est réalisé au moment ou le portefeuille touche le
plancher, ce qui n’est malheureusement pas réaliste danatique.

Les 2 méthodes suivantes vont permettre de dépasser lésslida la stratégie stop-loss.
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Stratégie optionnelle

Pour introduire les stratégies optionnelles, prenoneligsie d’'un portefeuille dont le capital initial est de

100 et qui garantitt00% du capital dans 2 ans. On va alors acheter un zéro-couporutpiipaur valeur

. . 100 PR
100 dans deux ans et dont la valeur aUJourd'hwﬁsh ~ 96, avecr; = 2% le taux d'intérét sans

T

risque. On peut dongsquerce qui reste du portefeuille, c’est-a-dire envirddd — 96 = 4, en étant certain
de garantir dans les 2 ah80% du capital initial investi. Avec ce$, on achéte des calls. Ceci permettra de
profiter d’une partie de la hausse du marché actions sandrgraocun risque.
Le portefeuille ainsi géré est un fonds fermé a capital garalest-a-dire qu’on structure I'allocation au

départ et on ne la change plus jusqu’a I'horizon.

Les stratégies optionnelles sont aussi dénomr¥®n Based Portfolio Insuranaeu OBPI, et sont des
structuressimples permettant de garantir le capital d’'un portefeulBctifs risqués.

La premiére méthode d'assurance de portefeuille a baséiahspa été introduite par Leland et Rubinstein
en 1976. Elle consiste a investir dans un actif ris§ugouvert par un put sur cet actif. Cette stratégie per-
met, quelle que soit la valeur de I'actif risqué a I'échéadiggout, de garantir un capital minimum égal au
prix d’exerciceK du put. Le plancher devient alors dans cette stratégieike stu putFr = K et I'horizon

la maturitéT" du put.

Cette stratégie se trouve étre équivalente a celle qui aéhe&®ro-coupon de nominalet un call de prix
d’exerciceK . Pour comprendre cela, il est tout d’'abord nécessaire deidigfiformule de parité call-put
permettant de donner le prix d'un put europégra partir de celui d’'un call européer ent :

Ct — Pt = St — Ke_T(T_t)

Pour démontrer cette formule, il suffit de construire deuatégies ayant les mémes flux & maturité et
d’utiliser 'AOA.

Soit la premiére stratégie qui consiste a acheter un callvendre un put, sur le méme actif, de mémes
maturités et prix d’exercice. En< T, ce portefeuille a pour valedr, — P;, etent = T, (S — K)* —
(K- Sr)"=8r—-K.

La seconde stratégie, consistant a acheter le titre et aevéhdéro-coupon d’échéandg a le méme flux
enT, c'est-a-direSy — K. Et cette stratégie a pour valeurerc T : S, — Ke~"(T=%)_ Ainsi, par AOA,
nous retrouvons la formule de parité call-put.

D’aprés cette derniére, la valeur de la stratégie OBPI edeéy:
Vi = S+ P=Ke TV 40vt<T
Vr = Sr+(K—-Sr)" =K+ (Sr— K)" aléchéance T
Ces stratégies, utilisant soit un put, soit un call, gasaefit bien le capitdl a échéancé’ puisque :

Vo — St siSr>K
=1 K siSy <K

En plus de garantir le capital dans le cas de marché baissgestratégies permettent, en outre, de profiter
sensiblement de la hausse des marchés, c'est-a-dire éosgqe K. En effet, nous avons alors pour une
stratégie optionnelle utilisant un put :

Ve _ St S

V() o SO SO + PO

Ainsi, la stratégie profite d'une hausse un peu mfeneméad:teursiop est inférieur a1, a celle des

0 0
marchés actions tout en conservant le capital. Précisanplgs le plancher est élevé, plus le prix d’exer-
cice du put s’éléve et donc plus le put est cher. La garantiedelogiquement plus chere et le gain suite a
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une hausse des actions moins élevé puisque I'expositioacions sera plus faible.

Dans le cas de la stratégie OBPI avec un call, si les marchatemtole portefeuille profite de cette hausse
a hauteur dwearing Le portefeuille est composé d’un actif monétaire sansugseplant la garantie a
échéancd’ et le reste est investi dans des calls.demring est le niveau d’exposition du portefeuille a
I'actif risqué via les calls déterminé de la maniere suigant
Vo —Fo  So
g—= ——— %

Co Vo

Ce gearing inférieur al, évalue la participation du portefeuille OBPI avec call@adausse de l'indice
actions.

Une limite apparait lorsqu'’il n’existe pas de produits dési sur le sous-jacent géré. La solution est alors
de répliquer la stratégie optionnelle a l'aide d’'une alt@raen actif monétaire et sous-jacent. Néanmoins,
cette réplication n’assurera pas aussi parfaitement kefeaille.

Partant de la stratégie OBPI avec un put et utilisant lemgiciu call de Black et Scholes, nous obtenons :

Vi = Si+ P
= Ke "I 4L OVt < T
= Ke"TY 4 8,8(d)) — Ke "I D(dy)
= S,(14+ AP+ Ke T (1 — &(dy))

1 0'2 St:|
—— |(r—— | (T —t)+In—| etd, =dy + ov/T — t.
awT—t[< 2>( ) K L=
Cette expression nous permet de déterminer les allocadiopsrtefeuille OBPI en actions et actif moné-
taire qui permettent de répliquer la stratégie optionn@BP|. Cette stratégie revient donc a investirten
(1 + Af) Sy . . L.
-~ 2 en actions et le reste en actif monétaire.
Sy + P,

avecdy =

Les limites de ces stratégies OBPI sont consécutives &idation de produits dérivés. En effet, les hypo-

théses de leur évaluation peuvent poser probléeme (v#atibnstante, diffusion gaussienne).

En outre, il est nécessaire de fixer un horizon. La derniétbodé va permettre de s’exonérer de la fixation
de I'horizon : elle sera alors utilisée pour les fonds norsprmés maisuverts

Enfin, les colts de transaction peuvent étre parfois impta@ans le cadre de la réplication de la stratégie
optionnelle.

Stratégie du coussin

La stratégie du coussin dhonstant Proportion Portfolio Insuranc@CPPI) est une méthode relativement
flexible.

Reprenons I'exemple précédent d'un portefeuille dont fgtahinitial est del00 et qui garantit cette fois
95% de sa valeur a chaque instant. Il est composé d’'un zéro-coeipdun actif risqué, un indice actions
par exemple. La logique a premiére vue voudrait que I'onstigsed5 en zéro-coupon et seulemenen
actions. Ce$ correspondent a ce que I'on appelletissin différence entre la valeur du portefeuille et la
valeur plancher (valeur capitalisée de la garantie).

Mais cette logique fait I'nypothése implicite que le mar@wotions peut subir une perte dd00% en un
seul jour (si on suppose que I'allocation évolue quotideanant), ce qui est peu vraisemblable. Ainsi, il est
donc possible desquer plus que le coussin a hauteur de la perte maximale potentjgk pourrait subir
le marché actions.

Pour estimer cette perte potentielle indice de stressl est classique d’introduire la notion de temps de
retour de cette perte, fixé généralement entre 30 et 507apgrmet alors de définir la probabilité qui
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déterminera le quantile de perte maximale tolérable posir¢éaégie du coussin. Cette probabilité est égale

a TS 252 correspondant au nombre de jours généralement tradés sur. wa Théorie des Valeurs
* T

Extrémes peut étre mobilisée dans le calcul de cet indictreless

Supposons que ce dernier vailld% pour un temps de retour = 50 ans. Ceci signifie que le marché
subit une perte inférieure-al5% une fois tous les 50 ans. Le marché peut donc perdre en umepau
maximum15% et non pad00%. En d’autres termes, sur un portefeuille de valsifr, on peut perdre au
maximum15; comme dans notre portefeuille, on peut perdre au maximyla garantie est d@5%), on

. 1 . . 1 -
peut donc investib %0 = 5% 6.67 ~ 33.35. Linverse de l'indice de stressl(? s'appelle le multiplica-

teur. Si on investit en actif risqui8.35, on est relativement certain de perdre au maxiniehon dépassera
le plancher seulement une fois tous les 50 ans.

L'expositione en actions est donc un multiplicatewrdu coussire : e = ¢ * m. Le reste est investi en actif
monétaire. La valeur du coussin évolue au cours du tempsl'avetution du plancher, capitalisé, et celle
de I'indice actions. Le montant investi en actiandoit toujours étre défini par un méme multipte du
coussin. Pour éviter les rebalancements trop fréquergst dommunément déterminé une tolérance sur le
multiplicateurm (par exempld 0%).

Plus le multiplicateur est faible, plus la garantie estaiag ; plus le multiplicateur est élevé, plus le porte-
feuille profite de la hausse du marché actions.

Des stratégies de coussin dynamiques, donc plus compfex@gent étre aussi mises en place : nous pen-
sons aux stratégies Dynamic Portfolio Insurance (DPlgmiéinant un coussin dynamique, ou encore les
stratégies Time Invariant Portfolio Protection (TIPP) ttaignant la valeur plancher a évoluer non plus en
fonction du taux sans risque mais en fonction de la valeuradtefeuille.

Conseil pratique de gestion

Couvrir le risque pour un gérant peut se faire a moindre fr@gpsoduits dérivés relativement peu chers)
et permettre de s’assurer facilement contre la baisse pamgpte des actifs dans lesquels il a investi. Les
stratégies présentées ci-dessus sont statiques maisreéxéaissi en version dynamique, permettant ajnsi
une couverture plus optimale.
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3.3 Stratégies de création de performance

Pour créer de la performance, il est possible de constraicpie I'on appelle des moteurs de performance
guantitatifs et financieres. Ceci va souvent s'intégresdare gestion que I'on dénomroere-satelliteavec

un coeur d’'allocation classique et des satellites dévelopges stratégies quantitatives performantes.
Deux types de stratégies sont possibles : les stratégigsonly qui achétent seulement lorsque le signal
guantitatif défini sur une classe d’actifs est positif, stdratégiesong-shortqui vendent en plus lorsque
les signaux du modéle sont négatifs.

Avant d’énumérer certaines stratégies quantitativesstiinécessaire de présenter brievement la mise en
pratique de la technique de régression, qui sera a la basenulereuses stratégies.

Mise en pratique de la régression

Nous n’allons pas rappeler les fondements mathématiquesadiéle de régression linéaire mais plutét
expliciter comment mettre en oeuvre cette technique suéckeantillons de données. Trois points essentiels
sont abordés pour éviter tout probleme d’analyse :

1. Au préalable, il est primordial d’éviter toute régressiallacieuse gpurious regression c’est-a-
dire un modéle essayant de régresser une variable intégnéleedl (non-stationnaire) sur d’autres
variables non-stationnaires. Ce probléme a été mis enraédear Granger et Newbold . Une
régression fallacieuse va conclure a des relations ersogiéiee variables, car statistiquement inva-
lides. Il est donc primordial de travailler avec des donrgtaonnaires (les rentabilités le sont par
exemple).

2. En outre, un probléme peut apparaitre lorsque I'estimatese révéle instable suivant des sous-
échantillons de I'échantillon total des données de taillén effet, il n’est pas rare que les sensibilités
/3 évoluent dans le temps par exemple. Quelles méthodesrdaitn utiliser alors pour capter la
variabilité des3 ? La question essentielle qui se pose est en fait celle detia pa I'échantillon total
des données a considérer pour déterminer les parametséigéssion. Deux possibilités s'offrent

anous:

— Soit on fixe le point de départ de la construction du souss#dlon (v, ..., y, ) et onempile
les données au fur et a mesure qu’elles apparaissent : léedeeisous-échantillon devient alors
(y1,-..,Yn,+1) €t ainsi de suite. On réalise des régressions récursives.

— Soit on fixe une taille d’échantillon, inférieure an et on construit plusieurs sous-échantillons de

taille n, au sein de I'échantillon total. On fait ainglissernos échantillons, de taille fixe,, au

fur et & mesure du temps(y1, ..., yx,) pour le premier sous-échantillofys,, . . ., y,,+1) pour

le deuxieéme, et ainsi de suite. On réalise alors des régresglissantes.
Pour capter la réactivité des nous privilégierons la régression glissante. Le choixadtille ng
(comme pour celui de.,.) des sous-échantillons glissants n'a pas de régle figéeaignl fdépend
d’un arbitrage entre réactivité des estimateurs et bonrmwmigtés statistiques. L'objectif étant de
capter le plus précisément possible le moment ot le régimé dehangé, plus I'échantillon sera de
petite taille, moins il sera pollué par les valeurs du pasais plus il aura des propriétés statistiques
mauvaises.

3. Enfin, il va falloir évaluer le pouvoir prévisionnel du mée pour les stratégies de prévision. On
réalise alors un backtest de nos stratégies. Le principedkidst est de distinguer sur I'échantillon
total des données un sous-échantillon d’apprentissagailtert, sur lequel on va estimer les para-
meétres du modeéle et un sous-échantillon de backtest dersigifur lequel on va tester la robustesse
du modeéle. Deux indicateurs peuvent alors étre déterminés :

k& .
— Le Root Mean Squared Error (RMSE) égal - Z(yl —y;)? avecy; la valeur prévue par
bt

le modéle défini sur I'échantillon d’apprentissage a paldis observations; de I'échantillon de
backtest; ces,, prévisions sont alors comparées aux valeyrde I'échantillon de backtest réel-
lement réalisées.
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*
— Le taux de bon classement ég 4 qyl Yi > permettant de juger le bon sens de la prévision

;. Il est possible d’ajouter des seuils pour ne prendre en e les prévisions importantes en
valeur absolue, c’est-a-dire celles qui font gagner dgéat.
Ces indicateurs déterminés sur les modeles de régressiba somparer a un modele de prévision
naive, prévoyant pour la valeur de demain la valeur d’adjbwi : on I'appelle la marche aléatoire.
Elle signifie que les marchés sont efficients et qu’aucur@indtion passée ne peut aider a prévoir
le prix d’un actif.

3.3.1 Stratégies actions

Les stratégies développées sur les actions sont nombreuses

Stratégies de style

Tout d’abord elles peuvent associer aspects qualitatifpiantitatifs : ceci est le cas pour les stratégies
de style, de capitalisation ou sectorielles. Ainsi, la segtation va étre qualitative, via la distinction entre
actionsGrowth et Valug Small Cap, Mid Cap et Large Cap ou encore les secteurs, mss$ guantitative
puisque ces distinctions sont fondées sur des ratios fiekmsiensibilitég, capitalisations, etc.

Conseil pratique de gestion

Il se révéle dans la pratique trés intéressant de segmeatgestion des actions suivant les secteurs|in-
dustriels. Suivant les anticipations du gérant, il pourriaeéalors profitable d’allouer par exemple san
investissement entre 4 super-secteurs : défensifs (, Big et Value), cycliguesi(~ 1, Small et Value),
financieres § > 1 Big et Value), et croissanced (> 1, Small et Growth). Ces segments sectoriels auront
alors des réactions différentes au cycle économique.

Stratégies fondées sur les modéles d’évaluation de la pringe risque

En outre, les stratégies actions peuvent se fonder suffidience des marchés : I'information publique
n'est pas totalement intégrée dans I'évaluation de I'actiode sa prime de risque. La logique sous-jacente
a ces stratégies a déja été développée dans la sécdi@n

Conseil pratique de gestion

Nous présentons deux exemples de stratégies :

— Les stratégies qui profitent de la sous-évaluation dessgéxibien gouvernées et de la sur-évaluation
des sociétés mal gouvernées. En effet, I'information sgolavernance est souvent mal intégrée dans la
prime de risque d’'une action : ainsi, les entreprises bieavg@ynées devraient avoir une prime de risque
plus faible et donc une valorisation de leur action plus éoitar une bonne gouvernance signifie une
diminution de I'incertitude concernant la distributionsldividendes, a la base de la valorisation d'upe
action. Et vice-versa pour une entreprise mal gouvernée.

— Les stratégies fondées sur le momentum de prix. En effetddesh et Titmar2D] ont montré en 199
la profitabilité d’'une stratégie achetant des titres dontréatabilité les 6 derniers mois était forte et
vendant les titres dont la rentabilité était faible. Le marmen de prix ici signifie que les agents n’ont
pas totalement intégré I'information disponible et quedBptation peut mettre plus de 6 mois. Hong
et Stein L9 ont alors tenté de développer un modele économique expitqde maniére normative |
sous-réaction des agents a la diffusion de I'informatio@aartt cet effet de momentum de prix.
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3.3.2 Stratégies sur d’autres classes d’actifs

Outre les actions, d’autres classes d’actifs peuventeédéls arbitrages d’évaluation importants.

Conseil pratique de gestion

Nous présentons deux exemples de stratégies :
— Le Bund est un future dont le sous-jacent est constitué migsumts d’'Etat allemand a 10 ans. Il est
suivi de trés pres par les intervenants financiers car il dotandirection des marchés de taux de la zane
Euro. Nous pouvons néanmoins réussir a prévoir sa rentéhli’aide de variables macro-financieres
classiques : indice actions, pente de taux, spread corpdj@aoxy de I'aversion au risque), momentum
du prix du pétrole, etc.
— Les arbitrages de taux entre pays, appelés carry tradepsedgveloppés a partir de la non-efficience
des marchés de change et la non-vérification de la parité wowerte des taux d'intérét, cette derniére
stipulant que la différence entre I'anticipation du taux ceange et le taux de change au comptant|est
égale a la différence entre le taux d’intérét domestiquesetlix d’'intérét du pays étranger. La non-
efficience des marchés de change est d’autant plus affirméessmarchés émergents. Ainsi, la stratégie
consistera a investir sur les devises qui présentent des ddntérét élevés et a emprunter avec des
devises de taux d’intérét faibles.

3.3.3 Hedge funds

L'ensemble de ces stratégies quantitatives va étre trésrpemt. Mais ces stratégies se fondent souvent
la possibilité de vente a découvert. Ceci sous-entend doaaéglementation plus flexible des marchés
financiers. Elles sont donc principalement utilisées parateurs plus libres pouvant s’installer fiscalement
dans des pays a réglementation plus laxiste : ces acteurgesdredge funds.

Définition

Les hedge funds sont depuis quelques années sous les feprogiteurs a cause de leur croissance trés
importante a la fin des années 90 (cf. Figar#). Ceci est en particulier di a la décision de nombreux
investisseurs institutionnels de se diversifier apres ¢e toursier de mars 2000 et des rendements obliga-
taires faibles. Le plus important fonds de pension CalPERBs en septembre 1999 investi 11 milliards
de dollars dans les investissements alternatifs, c'etitedles hedge funds

Mais alors comment définir ces investissemediff@rents? Pour cela, il faut s’intéresser au premier hedge
fund créé par Alfred Winslow Jones en 1949. En fait le telmdge fundest cité pour la premiére fois
en 1956 pour décrire le fait que le fonds d'investissemeniales est a la foileveragedet hedged En
effet, I'objectif de Jones, et de nombreux hedge funds adjbui encore, est de développer des stratégies
assurant un fort rendement tout en ayant une faible expositix fluctuations des marchés sur lesquels il
investit. Dans ce but, il combine deux techniques forterspatulatives :

1. Il réalise un stock picking judicieux qui consiste a aeheiebonnesactions et vendre d@auvaises
actions, lui permettant de s'immuniser de la baisse desh®arpuisque lemauvaisesctions qui
sont vendues baissent plus fortement quebl@snes Cette stratégie permet donc de diminuer le
risque de marché pris par I'investisseur, qui se couvresatontre les évolutions défavorables du
marché. Toute la difficulté est de déterminerbbesinesactions desnauvaises

2. Il achete ensuite, pour augmenter son rendemenbdesesactions a crédit pour ne pas dépenser
trop. Ce mécanisme correspond au levier de I'investissemen
Ainsi, en combinant la couverture et le levier, Jones adivbtenir entre 1949 et 1966 un rendement annuel
de 17.3%, tout en prélevant 20% de commissions sur la peafocendu fonds, ce qui est exceptionnel.

2. Le termealternatif définit des investissements s’opposant aux investissertradisonnelsdes mutual funds.
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Revenons sur le levier issu de 'emprunt. Soit un investiese ent égal al,. La rentabilité de cet inves-
tissement a I'horizoih est égale a :

Iiin
Tijern = —— — 1
| I,
Si I'investissemenf, est complété par un capital, emprunté au tauxg‘ﬂrh, la rentabilité est composée

d'un effet de levier :

(It + Do) (X + rygn) — (Ie + Di) — Dtr?\Hh
Ttlt+h = I,

t 0
Tt|t+h + Tt(rt\t+h - Tt|t+h)
¢ -
Ttlt4h + T, Tteth
t

D . . . . L . . . .
Le facteurI—t est le levier de I'investissement. Le levier est intéressala rentabilité de I'investissement
. t z o ~ y
sans levier est supérieure au colt de I'emprunt.

La performance de Jones attire bien évidemment des insestiss comme Warren Buffet et George Soros
pour les plus connus aujourd’hui. Mais un probléme va sundans les années 60. Alors quetiend du
marché américain est haussier, les nouveaux gérantsatifervont étre tentés de ne plus se couvrir, en
vendant a découvert, puisque cette technique leur faitrpete I'argent, les actions vendues étant aussi
profitables. Au lieu d'étréong/short ils deviennent pour beaucolpng. Mais lorsqu’en décembre 1968,
les marchés se retournent, la plupart des hedge funds, nearts, font faillite. La Securities and Exchange
Commission (SEC) note alors une diminution des hedge fyradsant de 215 a seulement 30 en 1971. Les
hedge funds retournent dans I'anonymat médiatique.

Les années 80, via la maturation des nouvelles techniquacféres, vont voir un nouvel essor des hedge
funds qui vont augmenter pour atteindre 250 en 1989, puif 2r996. Leur performance exceptionnelle
crée leur succes (cf. Figugel). Mais les années 90 vont voir aussi la faillite retentigsale certains fonds :

la plus célébre est celle de Long-Term Capital Managem@ar€klL), causée par la crise asiatique et la dé-
valuation du rouble consécutive. En effet, LTCM est a ce murgelong d’obligations a hauts rendements
(junk bond}, qui deviennent illiquides en 1998 a cause de la demandertante des investisseurs pour
des obligations de bonne qualiféy/(to quality).

Cette faillite, puis aussi celle en 2005 du fonds Amarantmiméanmoins pas permis I'essor d’une régle-
mentation sur ces sociétés de gestion particuliéres. Ef efftre les utilisations de techniques spéculatives
risquées, les hedge funds se caractérisent par une rédgiioeirés souple voire inexistante, ainsi qu'une
possibilité tres limitée pour leur client de retirer le dapinvesti dans ces fonds. Peut-étre faudrait-il se
résoudre a réglementer ces véhicules d'investissemetidgafinanciére de 2007-2008 voit I'essor d’'une
volonté politique allant dans ce sens. |l est difficile panottde responsabiliser les hedge funds comme étant
a l'origine de cette crise. Néanmoins, leurs activités sfadives ont accompagné et certainement permis la
frénésie de ces dernieres années qui a abouti a I'implogi@9d8 : hausse du prix des matiéres premieres,
hausse du prix du pétrole, titrisation démesurée d’emprsuitbprimes, fraude Madoff, etc.

Mais les caractéristiques tres particulieres des hedgisfrendent aujourd’hui difficile I'application d’'une
réglementation et la mise en place de mesures de risqueatdéqu

Pour mieux comprendre ces caractéristiques, nous allgigitar les différentes stratégies que les hedge
funds peuvent mettre en place, développées depuis lagieriiag/shortde Jones.

Stratégies

Les hedge funds sont caractérisés par des techniques cemple levier et de couverture, ainsi qu’une
transparence limitée dans la gestion de leurs capitauxsemnadeges commerciales trés importantes ponc-
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tionnées sur la performance des investissements. Maisalssi possible de segmenter les hedge funds en
guatre grandes familles de stratégies :

1. Lesstratégies d'arbitrages(ative value arbitragetentent de tirer profit de I'inefficience des marchés
financiers a 'aide de méthodes souvent statistiques. Ell@s’hypothese que l'inefficience va se
résorber avec le temps et donc vont faire un profit signifieatachetant les valeurs sous-évaluées et
en vendant celles sur-évaluées. Ces stratégies se déertaup n'importe quel instrument financier.

2. Les stratégies événementiellevé€nt driveh utilisent des événements sur les sociétés a I'origine
d’anomalies que la stratégie essaie d’exploiter pour aléda performance. Ainsi lors de fusion-
acquisitions, les prix des actions des sociétés ne sonbpaEnfient a leur juste valeur et la stratégie
tente de tirer profit de cette anomalie. De méme, il est plessib faire des profits en prétant et
investissant dans des sociéedsdétressqui sont généralement sous-évaluées. Ces stratégiegpeuve
s'accompagner aussi d'une prise de position non négligedds hedge funds dans les décisions de
gouvernance d’entreprise : nous parlons alors de hedgs aotivistes.

3. Les stratégies directionnellgagtical trading prennent des positions sur les tendances des marchés.
Elles se composent principalement des stratégies :
— Global macrg qui s’appuient sur les fondamentaux économiques des @supbur prendre des
positions directionnelles,
— Long/short equity hedgeomme celle de Jones, qui peuvent aussi utiliser des pisadibriivés pour
se couvrir et profiter du levier.

4. Les stratégies hybrides regroupent des hedge fundgjappti plusieurs stratégies différentes ainsi
que les fonds de hedge funds qui se sont fortement dévelaggédernieres années. Ces fonds de
hedge funds réalisent des enquétes sur les politiquesdtisgement des fonds dans lesquels ils sou-
haitent investir. Ces enquétes, portant le nondulke diligenceque I'on peut traduire parérification
préalable ont accru les besoins en modélisation de la performanckatizge funds.
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FIGURE 3.1 — Comparaison des évolutions d’'un indice de hedge fundaie indice action (dividendes
nets réinvestis)

Ces stratégies relativement performantes en termes dede@tsharpe attirent de nombreux investisseurs.
Certains tentent méme de répliquer la performance régtiaeées hedge funds en utilisant des produits
plus liquides. Ces techniques de réplication peuvent pirereux investisseurs d’obtenir des performances
similaires sans les contraintes de lock-up (capital ré@ipé a certaines périodes seulement), mais aussi a
un régulateur de calculer des mesures de risque adéquates.
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Conseil pratique de gestion

Les hedge funds sont de plus en plus intégrés dans des paeEessitigestion proposant indirectement
des investisseurs de placer leur épargne dans des hedgs. fGetie stratégie permet une diversificati
souvent bienfaitrice pour un fonds d’actifs financiers ttadnels.




CONCLUSION

Ce cours de Gestion Quantitative de Portefeuille a essay@af®ser, sans prétention, un état de l'art

concernant 'allocation des actifs et ses outils quatifstataide a la décision. Nous avons pu ainsi tenter

de comprendre les enjeux de la finance contemporaine et éssigede plus en plus grande de bien gérer
I'épargne collective mondiale. Puis nous avons continué@erire les premiers outils quantitatifs mesurant

les risques de variation des actifs et les performanceswestissements. Enfin, nous avons pu entrer plus
précisément dans la boite noire de I'allocation optimaldeststratégies d'investissement, couvrant autant
les problématiques d'immunisation contre le risque queatiegégies quantitatives, trés utiles pour booster
la performance d’un fonds.

Nous espérons qu’'apres ce cours et ses ateliers, des cowgstn gestion de portefeuille auront pu étre
développées, pour créer efficacement un portefeuille pagbt tout en ne prenant pas des risques déme-
surés.
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