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OBJECTIF DE L’ENSEIGNEMENT

Ce cours de 3 séances de 5h donnera lieu a une premiéere gacteid magistral exposant les enjeux des
stratégies quantitatives ainsi que les techniques stptist et économétriques afférentes.

La seconde et majeure partie du cours sera dédiée a dessaalid projets distincts. Le travail s’effectuera
sur des données réelles et a I'aide de logiciels informatigiont le choix est a la discrétion des étudiants.
L'objectif est pour les étudiants, a I'issue de ce courscqlgrir des compétences poussées pour pouvoir
construire et implémenter des stratégies quantitativesventes.

Ce cours aboutira a une soutenance orale pour chacun deg#pro
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INTRODUCTION

Covered-call, carry trade, 130/30, CDO, CB@DQ?, etc. L'imagination degjuantset autres ingénieurs
financiers a fait explosé le nombre des stratégies d’irssmtient quantitatives développées ces derniéres
années, pour certaines faisant le bonheur des banquesfehdsspéculatifs, mais aussi pour d’autres étant
a l'origine de certains produits abscons, ayant été a lineige la crise financiére de 2007-2008.

Dans ce cours, nous allons présenter les fondamentaux rdéSgsts quantitatives pour en comprendre
les objectifs et les principales techniques de mise en eelNous avons décidé de nous intéresser a trois
themes qui nous semblent essentiels sur ce sujet et quelmalary grand nombre de stratégies quantitatives :

1. l'intégration de signaux (quantitatifs ou non) dans leisién d’allocation d’'un portefeuille diversifié,
2. la garantie du capital d'un portefeuille actions,
3. etla mise en place de moteurs de performance profitanbafialies sur les marchés financiers.

Pour chacun de ces thémes, nous faisons appel a des techsiqtistiques et économétriques plus ou
moins récentes : I'estimation bayésienne, la statistigaseecttrémes, I'analyse en composantes principales,
la modélisation auto-régressive, le filtre de Kalman, pegrgrincipales. Les produits dérivés sont aussi
largement utilisés. Enfin, une connaissance pointue desiefinanciers est évidemment requise pour que
les stratégies développées soient fondées sur des présspmmhérents et intelligibles.

Une stratégie d’investissement quantitative tente denemoa de®bjectifs de gestionpré-définis en fai-
sant appel a daechniquesquantitatives, statistiques et économétriques, plus dnsrmmmplexes dans le
but de déterminer des allocations de portefeuilles opgmal

Un premier exemple pour comprendre les enjeux d’'une simtggntitative est celui, simple, de la diffé-
rence entre une stratégie dynamique naive, laissant smaadin flotter au gré de I'évolution des prix des
actifs la composant, et une stratégie d’allocation fixe armament :

1. la premiere est une stratédpey-and-hold
2. etla seconde une stratég@nstant mix

Nous nous inspirons de la typologie de Perold et Sharpe digwée en 198814 pour présenter ces deux
stratégies.

Stratégie buy-and-hold

Les stratégies buy-and-hold sont des stratégies qui atheteactifs et laissent leur poids flotter suivant
I'évolution de leur valeur. Il n'y a donc pas de rebalancetrgs poids des actifs dans le portefeuille.
Lorsque la valeur de I'actif s’éleve, toutes choses égadesaifieurs, sa proportion dans le portefeuille va
s'élever aussi. Formellement, notons la valeur du poriiééefr, pourt > 1 et A, la valeur des: actifs le
composant eth. Nous avons ainsi :

n ,Ai
Py =Py wi—e
t

i=1

wi représente le poids alloué a I'actient. Dans une stratégie buy-and-hold, les poids évoluent sulaa
valeur relative des actifs, et ont pour expression, pour2 (les premiers poids sont déterminés au départ
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de la stratégie) :

Py Al
. Vi

i
Wy = Wi

Supposons que nous ayons deux actifs, une action et unnrettumonétaire sans risque. La valeur du
portefeuille de stratégie buy-and-hold a les caractdriss suivantes :

— elle est linéaire par rapport a la valeur de I'action,
— elle ne diminuera jamais en-dessous de la valeur initiedestie dans I'instrument monétaire,
— elle a unupsidepotentiel illimité, c’est-a-dire un potentiel de gainiitlité.

Stratégie constant mix

Les stratégies constant mix maintiennent une expositioistaote des actifs relativement a la valeur du
portefeuille. Les poids n'évoluent donc pas suivant la walelative des actifs mais restent fixes. Ainsi,

comme les valeurs relatives évoluent, il faut dynamiqueméagjuster constamment les proportions inves-
ties en valeur dans les actifs pour demeurer a la propordlative définie au départ.

Lorsque la valeur d’'un actif diminue, toutes choses égatesajleurs, la proportion relative de cet actif

va diminuer au sein du portefeuille. Il va donc falloir adredle cet actif pour conserver le méme poids
au sein du portefeuille. Les poids restent ainsi const&usr éviter d'acheter ou de vendre des actifs trop
régulierement et diminuer ainsi les codts de transactiola dtratégie, il est possible de déterminer des
seuils de perte (de gain) en-deca (au-dela) de laquellaiédlugn commence a revenir aux poids initiaux.

Au-dessus (en-dessous), nous laissons filer les poids catansgla stratégie buy-and-hold.

Supposons a nouveau un portefeuille composé d’'une actainretaux sans risque. La stratégie constant-
mix va acheter I'action aprés que celle-ci a diminué et vaeladve apres que celle-ci a augmenté. Cette
stratégie s’avere alors profitable lorsque des retournemenmarché sont fréquents et qu’une augmenta-
tion (baisse) de I'action est suivie immédiatement d’unede(augmentation). Autrement dit, I'anticipation
du gérant est un marché actions fortement volatil et flat.

Perold et Sharpe illustre cette caractéristique a I'aidedemple numérique suivant. Supposons que l'ac-
tion passe dans un premier tempsl@é a90, puis dans un second temps revienié@ et que le monétaire
est supposé constant, pour simplifier les calculs. Danssld’'cae stratégie buy-and-hold, les poids relatifs
au portefeuille ont évolué mais pas la richesse. Dans le’oag dtratégie constant mix c’est différent (cf.
tableaul).

Supposons que nous ayons investi 60% dans I'action et 40%d'd@trument monétaire. Lors de la baisse
de I'action del00 a90, la valeur de I'action dans le portefeuille passesié 54. Son poids diminue donc
a54/94 = 57.4%. C’est le poids de I'action dans la stratégie buy-and-hOiddans la stratégie constant
miX, nous souhaitons acheter de I'action pour revenir adsiiitial de60%. La valeur correspondante de
I'action dans le portefeuille va alors étre égalé0& * 94 = 56.40. Nous vendons de maniére symétrique
56.40 — 54 = 2.40 de monétaire : le portefeuille en contient ald7s60.

La hausse de l'action qui va suivre dans le second temps vé@veéer profitable a la stratégie constant
mix qui vient d’acheter de I'action. En effet, la valeur dadtion dans le portefeuille va passeridet0 a
56.40%100/90 = 62.67. La valeur du portefeuille est alors égalg7@a60 + 62.67 = 100.27. Contrairement

a la stratégie buy-and-hold, qui finit1®0, la stratégie constant mix a fait gagreR7. Le positionne-
ment du gérantgontrarian aux évolutions du marché, s’est révélé payant, car I'aclzatidn a été suivi
immédiatement par une augmentation de sa valeur.

Ensuite, il est nécessaire de rebalancer a nouveau les paidgque 1e$2.67 de I'action dans le portefeuille
représentent2.67/100.27 = 62.50% de la richesse du portefeuille, ce qui est supérieurGad fixés. Il

va alors falloir vendre de l'action po2.67 — 60% = 100.27 = 2.51. Nous avons a la fin de la seconde
période un portefeuille composé 6. 16 d’'actions et37.60 + 2.51 = 40.11 de monétaire. Dans le cas ou
I'action va baisser au cours de la période suivante, ceambaiment va s’avérer a nouveau profitable.
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t=0 t=1 t=2
Evolution Action | 100 90 100
Buy-and-hold  Constant mix Buy-and-hold = Constant mix
Valeur action 60 54 56.40 60 60.16
Poids action 60% 57.4% 60% 60% 60%
Valeur monétaire| 40 40 37.60 40 40.11
Valeur portefeuille| 100 94 94 100 100.27

TABLE 1 — Comparaison des stratégies constant mix et buy-and-hold

Un investisseur constant mix anticipe donc des retourngséguliers des actifs composant son porte-
feuille. Et lorsque le marché est flat et volatil, cette gtyéed profitera fortement des retournements de
marché.

Au contraire, lorsque le marché a des tendantresd9 de haussebll) et de baissebgar) marquées, la
stratégie buy-and-hold sera plus adéquate.

Voici donc un premier exemple présentant I'intérét essédts stratégies d’investissement quantitatives,
tant au niveau de I'objectif de gestion (anticipant soit tarché de tendances, soit un marché volatil) qu’'au
niveau de la technique quantitative implémentée (poidtafitd ou fixes).



CHAPITRE 1

ALLOCATION QUANTITATIVE

Le premier théme abordé dans ce cours est celui de I'iniégree vues économiques et financiéres dans
I’évolution de 'allocation d’un portefeuille. L'objedtde gestion est de faire évoluer I'allocation stratégique
(horizon moyen-terme) en fonction des changements de @supbur déterminer une allocation tactique
(horizon plus court) ; la technique quantitative est unéiegue bayésienne d’estimation des nouvelles
allocations.

Mais avant de présenter I'outil d’allocation tactique pe@ par Black et Litterman en 1991),[nous allons
revenir sur les résultats de MarkowitiZ] et les différents portefeuilles stratégiques qu'il a déii@és dans

le cadre moyenne-variance.

Précisons que I'objet de ce premier theme est de présestrdeniques d’'allocation et non les méthodes
d’obtention des vues permettant de faire évoluer ces ditotwa(prévisions économétriques : régression
linéaire, séries temporelles, cointégration, etc.).

1.1 Allocation stratégique de Markowitz

Dans la multiplicité de choix proposés a l'investisseuresmies de rentabilité et variance de portefeuille,
Markowitz introduit la notion de portefeuillefficient "Qui ne risque rien n'a rien" : pour obtenir une
espérance de rentabilité plus élevée, il faut acceptesgoeiplus important. Le risque est I'effort nécessaire
a I'obtention d’une rentabilité. Un portefeuiltdficientest celui qui offre la rentabilité attendue la plus forte
pour un niveau de risque donné, ou qui a le risque le plusefgblur une rentabilité attendue donnée.
L'ensemble des portefeuilles efficients de I'univers dfaatonsidéré forme I&rontiére Efficiente

Nous allons distinguer deux cas pour déterminer la froatefficiente suivant la présence ou non d'un
actif sans risque. Nous nous inspirons de l'article de Mefi@] de 1972 pour les démonstrations qui vont
suivre.

1.1.1 Absence d'un actif sans risque
Frontiére efficiente

La détermination des poids optimaux se fait suivant la misation de la variance du portefeuille sous la
contrainte d’'une rentabilité objeciif, et d'une somme des poids égale a 1. Formellement, nous avons :

min w’'Sw
w

sous les contraintes :

W=
we = 1
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avecw le vecteur de poids des actifs composant le portefeyille vecteur des rentabilités des actifs,
¥ la matrice de variance-covariance des rentabilités defs,asymétrique et définie positive ete =
11...1].

Résoudre ce probléeme de minimisation nous permet de déégindtion de la frontiere efficiente définie
par Markowitz. Nous déterminons pour cela le lagrangien :

L=uww+ A (pp —w'p) + Aa(1 —e)
avec); et )\ les multiplicateurs de Lagrange. La condition d’optinétiu premier ordre s'écrit :
oL A2

Ao
%:2&‘)—)\1#—)\26:0@0):?12 5

En combinant avec les 2 contraintes, nous avons :

W =y N Ww =, N MuE 4+ Xop'S7 e =2y,
we =1 dw =1 eSS 7le =2

yle (1.1)

Nous posons les constantes suivantes :
A=Y =S e, B= /'Sy, etC =e'S e
Le systeme a résoudre an et \; devient :

>\1B + )\2A = 2/Lp
MA+XC =2

Nous obtenons finalement les expressions des multiplicatiuLagrange suivants :

—A
BC)\ —A2/\1 = QC,UJ;,, —-24 & A1 = QCVHJPT
A2\y — BCXy = 2Ap, — 2B & Ay = 2B_TA“1’

avecD = BC — AZ2. Enfin, en substituant les expressions des multiplicatéans I'équation.1), nous
obtenons les poids du portefeuille de variance mininaysuivants :

wp = g+ hpp

avecg = %[B(Z_le) — At eth = %[C(Z_lu) — A7)

Il est commode de représenter la frontiére efficiente, €edire I'ensemble des portefeuilles efficients,
dans le plar{y,, o,,) avec (cf. Figurel.1?) :

A A
op = yJwXw, = \/(21//2—1 + 226’2—1> Ywp

)\1 )\2 /\1 )‘2
5 Wy + 5wy = \/2/% +<

1

La partie de la frontiére efficiente située en-dessous duot jpai I'écart-type est minimum (correspondant,
nous le verrons dans le paragraphe suivant, au portef@MN) n’est bien entendu pas optimale puisqu’il
est possible d’obtenir, pour un méme risque, une rentaluliis élevée.

1. 3 est définie positive signifie quer € R™, '3z > 0 etz’Sx = 0 = = = 0. Comme elle est en outre symétrique, nous
pouvons réduire cette définition au fait que toutes ses k@f@opres doivent étre strictement positives.

2. Les frontieres efficientes de la Figurel sont déterminées a I'aide d’un cas particulier issu de lfojs@tion d’'un portefeuille
composé de 3 indices actions.
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Portefeuille global de variance minimum

Outre cette équation définissant 'ensemble des portésigfficients, nous pouvons déterminer le porte-
feuille ayant la variance la plus faible. Nous I'appelonpdetefeuille global de variance minimum (Global
Minimum Variance ou GMV). Il se calcule a partir du programdieptimisation suivant :

min w’Xw
w
sous la seule contrainte :
we=1
Le lagrangien s’écrit alors :
L=uwYw+A1-w'e)

La premiére condition d’optimalité nous donne la relatiaivante :

oL A
— =w—-de=0w==x"le (1.2)
Ow 2

En la combinant avec la contrainte, nous obtenons :

A 2
56/2_162 1l A= 6

Ainsi, nous avons les poids du portefeuille GMy suivants :
wg = —>"le

Nous avons aussi les expressions de la rentabilité moyenee de I'écart-typer, du portefeuille GMV
suivantes :

A
Mg = uwg:5
WWQEWg:Vé

1.1.2 Présence d'un actif sans risque

Og

Frontiére efficiente

Avec la présence d’'un actif sans risque, la contrainte dersoihes poids égale a 1 n’est plus nécessaire
puisqu’il sera investil — w’e) dans I'actif sans risque. Le programme d’optimisation déieant le porte-
feuille de variance minimum avec comme rentabilité objectiest défini de la maniére suivante :

min w’'Sw
w

sous la contrainte :
Wit (1 =we)rs=p

avecry la rentabilité de I'actif sans risque. Le lagrangien s'&cri
L=w3w+ ANpp—w'p—(1—uw'e)ry)

Nous différencions par rapport & et annulons cette dérivée a 0 :

oL A
o Xw—ANp—rre) =0 w= 52 Y —rye) (1.3)
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En combinant avec la contrainte, nous avons :
A e A e
pot—ewry=p, & SWETHu-rpe) = SN p = rpe)ry = =y
A Hp —Tf
2 (p—rre)THpu—ryre)
Ainsi, nous avons d'apreés I'équatioh.8) les poids du portefeuille de variance minimumégaux a :
Hp —Tf
(w—rre)T=Hpu—ryre

Et si nous définissons les notations suivantes= y — e, A = ¢S~ fi, B = i’ 11, nous obtenons :

wp:

757 (= rge) = 60 o)

wpy = %2—1,1 (1.4)
avece, = 12

L'écart-type de ce portefeuille a pour expression :

| i /1
0p = /W Sw, = | = =4/ =
P p=“p B B|/w‘p‘

ce qui nous donne I'équation de la frontiére efficiente. N@msarquons que cette derniére est une droite
croissante lorsqug, > r et décroissante lorsqug, < ;. Ce second cas n’est bien entendu pas optimal
puisque pour un méme risque, nous pouvons obtenir un renderivs élevé.

La frontiére efficiente (cf. Figur&.1) se réduit ainsi a la tangente croissante a la frontiereiasfie des
actifs risqués et ayant pour origine le taux sans risqueshg@pelons cette droite @apital Market Line
Nous pouvons observer que I'introduction de I'actif sasguie améliore sensiblement le ratio de Sharpe
des portefeuilles puisque pour un méme risque, il est plesdibbtenir un rendement plus élevé.

Portefeuille tangent

Dans I'ensemble des portefeuilles efficients avec la pagsdiun actif sans risque, il existe un portefeuille
uniquement composé d’actifs risqués. Ce portefeuille Esitérsection de la frontiére efficiente déterminée
avec I'absence d'un actif sans risque avec celle déternprémdemment avec la présence d’'un actif sans
risque. Etant donné que cette derniére est une droite, tefpoille composé uniquement d’actifs risqués,
appelé portefeuille de marché, est le portefeuille tandémis ajoutons a I'équatiod (4) donc la contrainte

de somme des poids égale a 1 pour obtenir I'expression de#&ks p

Ainsi, ses poidsy, sont tels que :

! !
wqezl & cwg=1
& S ti=1

- 1
Cq:T
A

1
Bl 3
T

qu

Et 'espérance de rentabilité en excées du taux sans risqgcatt-type du portefeuille tangent ont pour
expression :

Ay = plwg=

B
oq = ,/w{lzwq: E

:3%1‘ &
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Il est intéressant de préciser pour conclure que ce poilleféangent est celui qui a le ratio de Sharpe
maximum, parmi les portefeuilles composés uniquementifbaisqués, égal a :

s, =t -VB

Oq

En effet, le portefeuille tangent appartient bien a la @rzEtplus pentue, parmi celles issues de l'origine
et coupant la frontiere efficiente des actifs risqués.

_— Sans actif sans risque
e Avec actif sans risque

Espérance

T T T T T T T
O.00 0.05 o0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Ecart—type

FIGURE 1.1 — Frontiéres efficientes

1.1.3 Frontiere efficiente avec un parameétre d’aversion auisque

Il est possible aussi de construire la frontiere efficiergs actifs risqués a I'aide d’'une formulation diffé-
rente mais tres utilisée en pratique. Nous allons alorgtele maximiser 'utilité d’un investisseur rationnel
qui sera caractérisé par un paramétre d’aversion au riggié

Le portefeuille ainsi obtenu est le portefeuitiptimalqui maximise I'espérance de I'utilité de I'investisseur
E[U(W)] avecl sarichesse. Dans le cadre théorique de Markowitz, il d&éitine fonction d'utilité qua-
dratique. Maximiser cette fonction objectif revient & nmabger, par rapport @, la fonction d’optimisation
de moyenne-variance :

max E[U(W)] < max (w’ﬂ — %w’Ew)

Nous remarquons que plus I'individu est averse au risquardit), plus le risque du portefeuille optimal
pénalise son espérance de rentabilité : le portefeuillémiag est donc moins risqué. La maximisation sans
contraintes de cette fonction a pour solution les poidsogutixw™ :

1
w* = 7271;2
Y

Ces derniers sont déterminés a l'aide de la résolution gifdsation d’'une fonction quadratique qui
annule la dérivée premiére enet a une dérivée seconde négative, ce qui implique sa maations

3. Lacalibration de cette aversion n’est pas évidente.diffiere fortement entre les individus. Nous pouvons néanmdé@iermi-
ner un coefficient moyen. Considérons le portefeuille de néadehrentabilité en exces du taux sans risfye — 7 et de volatilité
Ry —ry

2
M

o - Alors, nous définissong =
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Le portefeuille tangent est déterminé pour une aversioiisgue -y = A = ¢/S 1.

Des contraintes peuvent étre ajoutées et les poids optirsanalors obtenus a I'aide de méthodes de
maximisation numériques de l'utilité. Des exemples de r@intes sont I'interdiction de vente a découvert,
les poids ne peuvent alors pas étre négatifs, ou encoredsgilpilité de recourir a I'effet de levier, c’est-a-
dire que l'investissement est auto-financé, alors la soneaedids doit étre égaleld0%.

1.1.4 Limites de I'optimisation de Markowitz

Nous allons présenter 4 limites essentielles a I'optinosade portefeuille suivant Markowitz :

1. La premiére concerne la modélisation statistique sacsrite a I'optimisation moyenne-variance :

effectivement, réduire les actifs a leur moments d’ordrentyenne) et 2 (variance) revient a modé-
liser les actifs du portefeuille optimal par une loi gausei Or certains actifs ne sont pas gaussiens
et peuvent avoir des profils de distribution tres différefitsptimisation de Markowitz fournira alors
des résultats peu cohérents avec la réalité. Nous penspas@ns risquées mais aussi aux titres de
créances qui devraient étre modélisées plus précisément.

. Ladeuxieme est la dépendance de I'optimisation de Matka@wWestimation des rendements moyens.
Ces rendements estimés pour une période d’allocation peaveluer a court-terme : or un change-
ment tres faible de la moyenne des rendements aura des censég démesurément importantes sur
I'allocation, ce qui semble ennuyeux dans la pratique. tifojsation est donc relativement instable.

. La troisieme survient lorsque le nombre d’actifs a prdiilaires est trés importants. Alors la
propriété définie positive de la matrice de variance-caveneé peut étre mise a mal. Des méthodes
d’extraction de facteurs communs (ACP) ou de shrinkage gr@ualors déterminer une matrice de
variance-covariance plus facile a utiliser.

. La derniéere limite est opérationnelle : en effet, lesroations étudiées précédemment donnent des
solutions simples mais dans la réalité les contraintesesupoids sont plus nombreuses et rendent
I'optimisation difficile. En effet, régulierement, un irstisseur peut vouloir mettre des limites d’achat
ou de vente sur certaines classes d’actifs (on peut pensexg@aple aux actions des pays émergents
qui sont plus risquées et dont on peut vouloir limiter I'alition). Les contraintes vont influencer
fortement les allocations qui ne seront alors plus si ogésque prévues...

Nous allons présenter dans la suite une méthode d’allocatmvante permettant de dépasser la deuxieme
limite de dépendance de I'allocation de Markowitz & I'estiion des rendements moyens : nous pourrons
alors intégrer de nouvelles espérances de rendement salne Fallocation instable.
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1.2 Allocation tactique de Black-Litterman

Il nous faut, tout d’abord, introduire la différence entio@ation tactique et allocation stratégique. La
différence entre ces deux types d’'allocation est d’ordmgtarel. Plus précisément, I'allocation stratégique
va étre définie pour un horizon de temps relativement long3(args) et I'allocation tactique pour un horizon
plus court (1 & 3 mois). Cette derniére sera donc un ajustedeelallocation stratégique aux conditions
conjoncturelles du marché.

L'optimisation de Markowitz étant trés sensible aux éviolus, mémes faibles, des estimations des rende-
ments moyens, Black et Littermat][ont proposé une version plus robuste de I'optimisation emoe-
variance.

1.2.1 Principe général

Black et Litterman ont développé en 1990 un modéle d’allocaquantitatif flexible sur lequel nous pou-
vons affecter desuesde sur ou sous-évaluation des actifs. Les poids optimaugrgressortent conjuguent
alors le portefeuille stratégique original (considéré nmrportefeuille d’équilibre) et le portefeuille issu
des vues.

L'approche de Black et Litterman, que I'on peut voir comme approche bayésienne, d’allocation tactique
est intéressante & différents niveaux :

1. c’est une approche originale, flexible et scientifiquetmebuste d’allocation tactique, qui conjugue
portefeuille stratégique et vues tactiques,

2. il est possible de la compléter par des contraintes psauugrocessus d'allocation tactique.

Les inputs principaux nécessaires a la détermination defeaiille tactique sont les vues (issues des écono-
mistes ou de modéles quantitatifs de prévision) sur letsaimposant le portefeuille stratégique ainsi que

I'allocation stratégique du portefeuille. A partir de eetlerniére, nous calculons les rentabilités implicites

II correspondantes, en excés du taux sans risque :

I =~Xw*

avecy le parametre d’'aversion au risquela matrice de variance-covariance des actifs;'des allocations
stratégiques du portefeuille.
Les vues que nous obtenons sur les différents actifs vartdavier les rentabilités implicites dans le sens
approprié. Ceci détermine alors ce que nous appelons l&bikiés mixtesl de Black-Litterman, qui ont
pour expressiof:

U= [(r2) 4+ PP (7)) T T+ PO PQ) = Ay B Q

A+B A+B

T est un parameétre de confiance dans les vues :pkst faible, plus nous aurons confiance dans le por-
tefeuille stratégique et moins dans les vues. La mafficgtermine la présence d’'une vue sur un actif et
nous décidons de la définir comme une matrice identité : nagsris donc I'hypothése que nous avons
pour chaque actif une vue, et que cette derniére peut-éateen® contient les incertitudes attachées aux
notes (homogene a la variance de l'actif)i¢ies rentabilités espérées des vues. Les rentabilités snixte
résultent ainsi d’'une moyenne pondérée entre les rerteabdiéquilibrell et celles associées aux vug@s
C’est a partir de ces espérances de rentabilités que noarsriigdns un portefeuille optimisé, sous diffé-
rentes contraintes. Le fait de pondérer le portefeuillatégique et le portefeuille issu des vues permet de
rendre plus robustes les allocations déterminées, queaumiiHlons alors plus précisément, relativement
a l'instabilité de I'optimisation de Markowitz.
Les poidsw** tactiques se déduisent de I'optimisation de la fonctiortilité quadratiquel/’ dont nous
rappelons I'expression :

UW) =uw'¥— %w’iﬁw

4. Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce calcul quigeudéterminé a partir d'une application des Moindres &arr
Généralisés (cf4]) ou encore d'une estimation de type bayésien.
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1.2.2 Mise en place pratique
Parameétre d’aversion au risque
Nous pouvons calibrer le paramétre d’aversion au risgagartir de la formulation suivante :

w*
w* Bw*

Parametre de confiance dans les vues

Le parametre de confiance des vaesst appliqué a la matrice de variance-covarianaes actifs risqués.
Les rentabilités mixted sont distribuées autour des rentabilités implicites diduye IT avec une matrice
de variance-covariance proportionnelle a la matrice denee-covariance initialE. Le facteur de propor-
tionnalité estr. Plust est faible, plus nous aurons confiance dans I'allocaticatégique et non dans les
vues. Dans le cas particulier al= 0, les rentabilités espérées ne sont plus aléatoires et galgséaux
rentabilités implicites ¥ = 1.

Nous calibrons ce parameétre en recherchant un compronneslgntertitude des vues et celle du marché,
donc entre) ety :

Q)
" e¢/PY.Ple

Nous conseillons néanmoins d’ajuster ce parametre de ogefentre 5% et 10%.

Obtenir les rentabilités des vues a partir de notes

Il peut arriver que les vues associées a chaqueattient pas la forme d’une rentabilité mais celle d'une
noten; € {—2; —1;0; +1; +2}.

Il faut alors transformer les notes des vues sur les actifemiabilités pour obtenir le vecte@r. Pour cela,
nous déterminons une relation linéaire entre la rentahili la vue)); et celle implicitell; de la maniere
suivante :

Qi =1L + nioi * &

avecr un facteur multiplicatif correspondant a la probabiliteémeur de dispersion des rentabilités par
rapport a I'incertitude associée a la vue quantifiéerpag. Nous fixons souvent entre0.3 et0.5.

La contrainte de risque béta

Il est possible d’'ajouter des contraintes a I'optimisat&ctique. Une des contraintes que nous privilégions
dans ce cours est celle d’obtenir un béta similaire entitotation stratégique et I'allocation tactique,
c’est-a-dire la méme exposition au facteur de marché, cesiussez usité dans la pratique.

Nous définissons alors le b&t&" suivant :

i
w* Yw*

ﬂBL _

Rappelons que** sont les poids de I'allocation tactiquewgt les poids de I'allocation stratégique. Et nous
calculons les nouveaux poids pour lesqusfls = 1.
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Projet 1 Vous disposez des séries des prix de I'indice de marchédisu@AC 40, de I'indice du marché
américain S&P 500 ainsi que de celui de 'indice japonais NM3&pan.

1. 1l vous est demandé de calculer les rentabilités jouérak de ces indices de prix, ainsi que d’en
réaliser une analyse statistique descriptive sommaireyénoe, écart-type, skewness, kurtosis, his-
togramme, etc.).

2. Vous devez ensuite déterminer les frontiéres efficiaitiss allocations des portefeuilles GMV et
tangent. Puis vous devez proposer une allocation efficeungens de Markowitz pour 3 investisseurs
de profils différents : le premier est trés averse au risque(sion égale a 10), le second est moyen-
nement averse au risque (aversion égale a 2) et le dernigisesiphile (aversion égale a 0.5). Faites
des propositions d’allocations avec et sans contraintesywvant des scénarios de marché différents
(hausse, flat, baisse).

3. Enfin, développer un outil d’allocation tactique entrs [& indices a 'aide de la modélisation de
Black et Litterman. Il vous est demandé au préalable de déeroa partir de la théorie statistique
bayésienne I'expression des rentabilités mixtes. Unexiéfiesur les paramétres du modele de Black
et Litterman sera au final indispensable.



CHAPITRE 2

ASSURANCE DE PORTEFEUILLE

Le deuxieme theme de ce cours est celui de I'assurance defgaolte. L'objectif de gestion est d’assurer
un portefeuille actions contre une perte importante ; lelsrigjues quantitatives sont essentiellement issues
de I'utilisation des produits dérivés ainsi que de I'estima de la perte contre laquelle le gérant veut se
protéger.

Nous définissons un horizah de gestion ainsi qu’une valeur planchiér en-dessous de laquelle la valeur
du portefeuille ne doit pas tomber a I'horizon. Un cas paliic classique est celui de la garantie de la
valeur initiale du portefeuille a horizon. Trois types desigie sont présentées :

1. la stratégie stop-loss,
2. la stratégie optionnelle,
3. la stratégie du coussin.

2.1 Stratégie stop-loss

Cette méthode est la plus simple. Nous considérons un paifilefdont I'univers de gestion se réduit a un
indice actions et a un actif monétaire sans risquestb@-lossest habituellement utilisé pour garantir un
portefeuille investi entierement en actif risqué, ici eti@ts.

La méthode stop-loss consiste a vendre l'indice actiorsglex la valeur de ce dernier touche la valeur
plancher, et consécutivement a placer I'argent au taux isseuge. Le gérant achétera a nouveau l'indice
actions lorsque la valeur de ce dernier repassera au-déssasaleur plancher. Nous allons décrire cette
méthode a I'aide d’'un exemple numérique simple.

Supposons une discrétisation du temps en 5 périodes. Larydéncher est fixée a la ddfe= 5 (horizon

de gestion) & = 100, valeur de I'indice actions a la date initiale= 0. Le taux d'intérét est supposé
constant et égal sur les 5 périodes;a= 2%. La valeur du plancheFr doit donc étre actualiséepour
déterminerr; ala date < 7' :

Iy
T—t

(L+rp)T

Ainsi, la valeur initialeFy du plancher garantissant une valeur du portefeuille seperiou égale &00 a
horizon est égale & :

~ 100
T 1+40.02

Cette valeur évolue bien sir a chaque date. L'indice actuwokie aussi mais de maniére plus erratique. Son
niveau va déterminer la composition du portefeuille stmgsl: vente de l'indice actions lorsque le plancher

F() ~ 98.04

1
1. Letaux entre 2 dates est égalla+ ry) 7 —1 = (1+ 0.02)% —1~0.40%.
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est traversé, achat lorsque l'indice actions rebonditeasds du plancher. Nous supposons aussi qu'il n'y
a pas de colts de transaction.

Enfin, ajoutons que, dans la pratique, il n’est pas possiblgahsférer I'investissement juste au moment
ou l'actif risqué touche le plancher : il y a toujours un dgkz qui est pris en compte dans I'exemple

numérique.

Date | Plancher| Monétaire| Actions Portefeuille

Actions Monétaire  Total
0 98.04 100 100 100 0 100
1 98.43 100.40 105 105 0 105
2 98.82 100.80 98 0 98 98
3 99.21 101.20 97 0 98.39 98.39
4 99.60 101.60 102 98.78 0 98.78
5 100 102 106 102.65 0 102.65

TABLE 2.1 — Stratégie stop-loss

A la date2, la valeur de l'indice action9g) passe en-dessous de la valeur actualisée du plarghg2)(:

le gérant réinvestit alors tout son capital dans I'actif gtaire sans risque. A la datela valeur de l'indice
actions (02) est supérieure a celle du plancher actuali®¥e5() : c’est donc le signal pour transférer le
capital dans l'indice actions pour la derniére période. Oit bien que le décalage temporel du premier
transfert fait que cette stratégie n’est pas optimale cardate4, la valeur du portefeuilled8.78) est en
revanche inférieure a celle du plancher. Le gérant, paraghdans cet exemple, a acheté l'indice actions
juste avant une nouvelle hausse de ce dernier.

Cette stratégie simple a plusieurs limites :

1. les transferts de capital sont trés importants. C'edtdauien : le portefeuille stop-loss est investi
soit entierement en actions, soit entierement en monétascolts de transaction peuvent alors étre
prohibitifs.

2. cette stratégie fonctionne lorsqu’il y a des tendancesjuégs sur le marché actions. En effet, on
investit dans les actions apres que la valeur de ces desr@grmnté. Pour en retirer un profit, il faut
gu’'a la période suivante, les actions continuent de mobtans notre exemple, si les actions avaient
subi une baisse entre les datest 5, la valeur du portefeuille & I'horizon aurait été inférieuau
plancher. La garantie du capital n’est donc pas assuréeutiemsirché volatil, sauf a supposer que le
transfert de capital entre actions et monétaire est rdalkté au moment ou le portefeuille touche le
plancher, ce qui n’est malheureusement pas réaliste danatique.

Les 2 méthodes suivantes vont permettre de dépasser lésslida la stratégie stop-loss.
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2.2 Stratégie optionnelle

Pour introduire les stratégies optionnelles, prenonetigsle d’'un portefeuille dont le capital initial est de
100 et qui garantitt00% du capital dans 2 ans. On va alors acheter un zéro-couporutpipaur valeur

. . 100 PR
100 dans deux ans et dont la valeur aUJourd'hw?-i‘thri)2 ~ 96, avecry = 2% le taux d'intérét sans

Ty ’

risque. On peut dongsquerce qui reste du portefeuille, c’est-a-dire enviddld — 96 = 4, en étant certain
de garantir dans les 2 am80% du capital initial investi. Avec ce$, on achéte des calls. Ceci permettra de
profiter d’une partie de la hausse du marché actions sandrgrancun risque.
Le portefeuille ainsi géré est un fonds fermé a capital ggralest-a-dire qu’'on structure I'allocation au
départ et on ne la change plus jusqu’a I'horizon.

Les stratégies optionnelles sont aussi dénomr®n Based Portfolio Insuranaeu OBPI, et sont des
structuressimples permettant de garantir le capital d’'un portefeulBctifs risqués.

La premiére méthode d'assurance de portefeuille a baséiahspa été introduite par Leland et Rubinstein
en 1976. Elle consiste a investir dans un actif risqugouvert par un put sur cet actif. Cette stratégie per-
met, quelle que soit la valeur de I'actif risqué a I'échéadiggut, de garantir un capital minimum égal au
prix d’exerciceK du put. Le plancher devient alors dans cette stratégieike stu putF’r = K et I’horizon

la maturitéT’ du put.

Cette stratégie se trouve étre équivalente a celle qui @aéhero-coupon de nominalet un call de prix
d’exerciceK . Pour comprendre cela, il est tout d’abord nécessaire deidigfiformule de parité call-put
permettant de donner le prix d'un put europégra partir de celui d’'un call europé€r ent :

Ct — Pt = St — KB_T(T_t)

Pour démontrer cette formule, il suffit de construire deuatépies ayant les mémes flux a maturité et
d’utiliser 'AOA.

Soit la premiéere stratégie qui consiste a acheter un callvendre un put, sur le méme actif, de mémes
maturités et prix d’exercice. En< T, ce portefeuille a pour valedr; — P, etent = T, (St — K)* —
(K—-Sr)"=8r - K.

La seconde stratégie, consistant a acheter le titre et aeséhdéro-coupon d’échéandeg a le méme flux
enT, c'est-a-direS; — K. Et cette stratégie a pour valeur erc T : S, — Ke "(T=1)_ Ainsi, par AOA,
nous retrouvons la formule de parité call-put.

D’apres cette derniére, la valeur de la stratégie OBPI edeé&y:
Vi = S+P=Ke"T 40 Vt<T
Vr = Sr+(K—-Sr)" =K+ (Sr— K)" aléchéance T
Ces stratégies, utilisant soit un put, soit un call, gasaetit bien le capitdk’ a échéancé puisque :

Vir — St SiST>K
71 K siSr<K

En plus de garantir le capital dans le cas de marché baiss®stratégies permettent, en outre, de profiter
sensiblement de la hausse des marchés, c’est-a-dire éosgqr+ K. En effet, nous avons alors pour une
stratégie optionnelle utilisant un put :

Vi Sr_S

Vo N So So + Py

Ainsi, la stratégie profite d'une hausse un peu mfeneméad:teursiop est inférieur a1, a celle des

0 0
marchés actions tout en conservant le capital. Précisanplgs le plancher est élevé, plus le prix d’exer-
cice du put s’éléve et donc plus le put est cher. La garantiedelogiquement plus chere et le gain suite a
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une hausse des actions moins élevé puisque I'expositioacions sera plus faible.

Dans le cas de la stratégie OBPI avec un call, si les marchagemtole portefeuille profite de cette hausse
a hauteur dwearing Le portefeuille est composé d’un actif monétaire sansudseplant la garantie a
échéancd et le reste est investi dans des calls.dearing est le niveau d’exposition du portefeuille a
I'actif risqué via les calls déterminé de la maniére suigant

Vo—Fy So
g=—— % —
Co Vo

Ce gearing inférieur al, évalue la participation du portefeuille OBPI avec callaadausse de l'indice
actions.

Une limite apparait lorsqu’il n’existe pas de produits d@ési sur le sous-jacent géré. La solution est alors
de répliquer la stratégie optionnelle a I'aide d’une alt@maen actif monétaire et sous-jacent. Néanmoins,
cette réplication n'assurera pas aussi parfaitement kefewille.

Partant de la stratégie OBPI avec un put et utilisant lempgiciu call de Black et Scholes, nous obtenons :

Vi = Si+ P
= Ke"T-D40oVvt<T
= Ke TV 4 8,0(dy) — Ke " T (dy)
= S;(1+ AP+ Ke "T=Y(1 — ®(dp))
avecdy = L [(r — 02> (T —1) +lnst} etd; =do+ ovT —t.
oVl —1t 2 K

Cette expression nous permet de déterminer les allocadiopsrtefeuille OBPI en actions et actif moné-
taire qui permettent de répliquer la stratégie optionn@BP|. Cette stratégie revient donc a investirten

(1 + Af) Sy . . L.
-~ 2 en actions et le reste en actif monétaire.
Sy + P,

Les limites de ces stratégies OBPI sont consécutives fidation de produits dérivés. En effet, les hypo-
théses de leur évaluation peuvent poser probleme (vdatibnstante, diffusion gaussienne).

En outre, il est nécessaire de fixer un horizon. La derniétbadé va permettre de s’exonérer de la fixation
de I'horizon : elle sera alors utilisée pour les fonds norsprmés maisuverts

Enfin, les colts de transaction peuvent étre parfois impte@ans le cadre de la réplication de la stratégie
optionnelle.
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2.3 Stratégie du coussin

La stratégie du coussin dDonstant Proportion Portfolio Insuranc@CPPI) est une méthode relativement
flexible.

Reprenons 'exemple précédent d’'un portefeuille dont [@tahinitial est de100 et qui garantit cette fois
95% de sa valeur a chaque instant. Il est composé d’'un zéro-coeipdiun actif risqué, un indice actions
par exemple. La logique & premiere vue voudrait que I'onstigeed5 en zéro-coupon et seulemenen
actions. Ce$ correspondent a ce que I'on appelletissin différence entre la valeur du portefeuille et la
valeur plancher (valeur capitalisée de la garantie).

Mais cette logique fait I'hypothése implicite que le mar@utions peut subir une perte e 00% en un
seul jour (si on suppose que l'allocation évolue quotidemant), ce qui est peu vraisemblable. Ainsi, il est
donc possible desquer plus que le coussin a hauteur de la perte maximale potentjgl pourrait subir
le marché actions.

Pour estimer cette perte potentielle indice de stressl est classique d’introduire la notion de temps de
retourr de cette perte, fixé généralement entre 30 et 507apermet alors de définir la probabilité qui
déterminera le quantile de perte maximale tolérable postrégéegie du coussin. Cette probabilité est égale

a SEa T 252 correspondant au nombre de jours généralement tradés sum. Wwa Théorie des Valeurs
T

Extrémes peut étre mobilisée dans le calcul de cet indicérelsss

Supposons que ce dernier vaille% pour un temps de retour = 50 ans. Ceci signifie que le marché
subit une perte inférieure-a15% une fois tous les 50 ans. Le marché peut donc perdre en uneépau
maximum15% et non pas00%. En d’autres termes, sur un portefeuille de val&l, on peut perdre au
maximum15; comme dans notre portefeuille, on peut perdre au maxifmia garantie est d@5%), on

. 100 . - 100 -
peut donc investib x — = 5 % 6.67 ~ 33.35. L'inverse de l'indice de stress— s’appelle le multiplica-

teur. Si on investit en actif risqui8.35, on est relativement certain de perdre au maxinilehon dépassera
le plancher seulement une fois tous les 50 ans.

L'expositione en actions est donc un multiplicateurdu coussire : e = ¢ * m. Le reste est investi en actif
monétaire. La valeur du coussin évolue au cours du tempsl'avetution du plancher, capitalisé, et celle
de l'indice actions. Le montant investi en actions doit toug étre égal & Pour éviter les rebalancements
trop fréquents, il est communément déterminé une tolérsumcke multiplicateurn (par exempld 0%).

Plus le multiplicateur est faible, plus la garantie estaiag ; plus le multiplicateur est élevé, plus le porte-
feuille profite de la hausse du marché actions.

Des stratégies de coussin dynamiques, donc plus complexagent étre aussi mises en place : nous pen-
sons aux stratégies Dynamic Portfolio Insurance (DPlemdinant un coussin dynamique, ou encore les
stratégies Time Invariant Portfolio Protection (TIPP) taignant la valeur plancher a évoluer non plus en
fonction du taux sans risque mais en fonction de la valeuradtefeuille.

Projet 2 Réaliser un outil de simulation pour des stratégies OBPIRPCsur le CAC 40 avec un horizon
d’'un an, un taux sans risque constant2& sur un an, une valeur plancher définie9d% du capital et
sans codts de transaction.

1. Pour la stratégie OBPI, il vous est demandé de répliquestiatégie optionnelle a base de puts a
l'aide d’'une allocation en actions et actif monétaire.

2. Pour la stratégie CPPI, il vous est demandé de détermimemultiplicateur adéquat, ainsi que
d’appliquer une tolérance ded% autour du multiplicateur pour réallouer votre portefeeill

Proposer plusieurs modélisations probabilistes et stigiies de I'indice actions. Montrer I'impact de la
modélisation de cet indice sur I'assurance du portefeuille
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M OTEURS DE PERFORMANCE

Le troisiéme et dernier theme de ce cours traite des motaupedormance. L'objectif de gestion est
de créer de la performance; les techniques quantitativkstes sont essentiellement économétriques et
statistiques : régression linéaire multiple, filtre de KalmACP, modélisation auto-régressive, etc.

Les moteurs de performance peuvent s'intégrer dans uniegegnommeéeore-satellite composée d’un
coeur d'allocation classique et de satellites dévelopgeststratégies quantitatives performantes.
Précisons enfin que deux types de moteurs de performanceassibles : les stratégidsng-only qui
achétent seulement lorsque le signal quantitatif définiupgr classe d’'actifs est positif, et les stratégies
long-shortqui vendent en plus lorsque les sighaux du modele sont fie&dadst classiquement ajouté une
confirmation de signal lorsque la périodicité des signatir@srte : par exemple I'achat se réalisera lorsque
2 signaux quotidiens positifs seront successifs.

Nous allons dans la suite présenter une technique quamitahovante (le filtre de Kalman) qui donnera
lieu a un projet de création d’'un moteur de performancesatili cette technique ; puis nous développerons
un theme classique a la base de nhombreux moteurs de perf@mizrphénoméne momentum.

3.1 Techniques de régression linéaire

3.1.1 Préliminaires essentiels a la mise en place d’'un moeéde regression

Nous n’allons pas rappeler les fondements mathématiquesatiéle de régression linéaire multiple ni
les techniques classiques de diagnostic du modefte ¢olinéarité, méthodes de sélection des variables
stepwise homoscédasticité, distance de Cook, etc.); mais pludiicier comment mettre en oeuvre un
modele de régression sur des échantillons de données etartramaluer son pouvoir prédictif.

Régression fallacieuse

Au préalable, il est primordial d’éviter toute régressiatidcieuse gpurious regression c’est-a-dire un
modele essayant de régresser une variable intégrée d’bfdan-stationnaire) sur d’autres variables non-
stationnaires. Ce probléme a été mis en évidence par Grahfawbold p]. Une régression fallacieuse
va conclure & des relations erronées entre variables,at@tisjuement invalides. Il est donc primordial de
travailler avec des données stationnaires (les rentbiies actifs financiers le sont par exemple).
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Régressions récursives ou glissantes

En outre, un probléme peut apparaitre lorsque I'estimatserréveéle instable suivant des sous-échantillons

de I'échantillon total des données de tailleEn effet, il n’est pas rare que les sensibilitéévoluent dans

le temps par exemple. Quelles méthodes d’'estimation ertiasors pour capter la variabilité deés? La

guestion essentielle qui se pose est en fait celle de laepeti’échantillon total des données a considérer

pour déterminer les paramétres de la régression. Deuxjildssis’offrent a nous :

— Soit on fixe le point de départ de la construction du soussddion (y1, . .., y,, ) et onempileles don-
nées au fur et & mesure qu’elles apparaissent : le deuxiameassbantillon devient alo(g, . . . , Y, +1)
et ainsi de suite. On réalise des régressions récursives.

— Soit on fixe une taille d’échantillon,, inférieure an et on construit plusieurs sous-échantillons de taille
ny au sein de I'échantillon total. On fait ainglissernos échantillons, de taille fixe,, au fur et & mesure
du temps :(yl, e ,yng) pour le premier sous-échantillo(yz, e ,yngﬂ) pour le deuxiéme, et ainsi de
suite. On réalise alors des régressions glissantes.

Pour capter la réactivité dek nous privilégierons la régression glissante. Le choixedille n, (comme

pour celui den,.) des sous-échantillons glissants n’a pas de regle figéaiti iépend d’'un arbitrage entre

réactivité des estimateurs et bonnes propriétés statestid_'objectif étant de capter le plus précisément
possible le moment oui le régime dés changé, plus I'échantillon sera de petite taille, moiseih pollué
par les valeurs du passé mais plus il aura des propriétéstigizes mauvaises.

Il est possible aussi de donner des poids plus importantslannées du passé proche. On construit alors

un nouvel échantillon dont on assigne aux données des péulsidsant exponentiellement par exemple.

Une solution alternative, qui sera I'objet de la sectiorvanie, est I'utilisation du filtre de Kalman pour

avoir des parameétres de régression robustes et réactifé@e emps.

Evaluation du pouvoir prédictif

Enfin, il va falloir évaluer le pouvoir prévisionnel du modglour les stratégies de prévision. On réalise alors
un backtest de nos stratégies. Le principe du backtest efistileguer sur I'échantillon total des données
un sous-échantillon d’apprentissage de taillesur lequel on va estimer les paramétres du modéle et un
sous-échantillon de backtest de taillgsur lequel on va tester la robustesse du modéle. Deux iedicat
peuvent alors étre déterminés :

]l . .
— Le Root Mean Squared Error (RMSE) égalla— E (9; — y:)? avecy; la valeur prévue par le modele
np 4
=1

défini sur I'échantillon d’apprentissage a partir des obsonsz; de I'échantillon de backtest; ceg
prévisions sont alors comparées aux valeuide I'échantillon de backtest réellement réalisées.

, rdg; xy; >0 . L
— Le taux de bon classement ég i i } permettant de juger le bon sens de la prévigjan
Ny

Il est possible d’ajouter des seuils pour ne prendre en couppe les prévisions importantes en valeur
absolue, c’est-a-dire celles qui font gagner de I'argent.
Ces indicateurs déterminés sur les modéles de régressiba somparer a un modeéle de prévision naive,
prévoyant pour la valeur de demain la valeur d’aujourd’ha I'appelle la marche aléatoire. Elle signifie
gue les marchés sont efficients et qu'aucune informatiosgease peut aider a prévoir le prix d’un actif.

Prise en compte du change

Précisons enfin les transformations essentielles a réfdisgue les variables explicatives sont évaluées a
I'aide de devises différentes. Considérons que la devisa@tre est le dollar, les actifs étrangers ont pour
valeur dans cette devigg ent, et que la devise domestique est I'euro, le taux de chandeute len dollars

a pour valeuC; ent.

Trois choix sont alors possibles :

1. On détermine les rentabilités en les conservant dansvigedétrangere. On estime alors que les
acteurs du marché observe ces actifs dans leur propre devise
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2. On convertit la rentabilité de I'actif étranger dans lside domestique. On obtient alors la rentabilité
en euros suivante :

o
G I8

t—

REVR -

3. On couvre ljedge I'actif étranger contre le risque de variation du taux darae, ce qui a un codt
égal au différentiel des taux courts américain et européen rEUR de la période précédente. On
obtient alors la rentabilité en eurbedgéesuivante :

RHEDGE _ Rf _ (Tﬁ _ TEUR)

3.1.2 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman, utilisé dans le cadre d’un modele liné@aussien, va permettre de déterminer des
estimations des coefficients de régression dynamiquesestes. Nous allons tout d’abord présenter la
technique du filtre de Kalman de maniére générale (cf. Ha®pypuis présenter cette technique dans le
cadre de la régression.

Cadre général et modélisation espace-état

Le filtre de Kalman a originellement été utilisé dans les doesde 'industrie et du traitement du signal :
radar, photographie, radio, ordinateurs, et plus récerharefinance. Le filtrage ainsi obtenu permet d’éli-
miner les perturbations inhérentes a la mesure des obisgiaNous distinguons les notions de filtrage
(application du filtre pour les données du présent), dedesgappliqué aux données du passe) et de prédic-
tion (appliqué au futur).

Soity, une série chronologique multivariée de dimensiorCette variable observée est reliée a un vecteur
d’étatz; de dimensiom via I'équation de mesure

Yy = Hzy + g4

H est une matrice de dimensiom x p. Elle est supposée ici constante (mais elle peut évolaggst un
bruit blanc supposé gaussien centré et de matrice de var@nwvariance?, supposée aussi constante.
Généralement, le vecteur d’étatest inobservable. Nous supposons alors qu'il est générdngarocessus
markovien d’ordre 1. Nous obtenongdjuation de transition ou d’état suivante :

2t = Az + Bug—1 + 1

A est une matricg x p et B une matricep x [. Encore une fois, nous les supposons constantes, alotkegu’e
peuvent évoluer dans le temps.relie la variablez; a son état précédent Btrelie la variable d'état; a

un ensemble devariables de contrdle optionnelleg_;. Enfin,n; est un bruit blanc, indépendant ¢¢ et
gaussien centré de matrice de variance-covarigh@Ipposée aussi constante.

Nous venons de définir la représentation espace-état & gatiquelle nous allons déterminer le filtre de
Kalman, procédure récursive qui permettra de construirestimateur optimal de vecteur d’état inobser-
vable z;, a partir de I'information ern. L'intérét premier dans les applications économétrique§iltte de
Kalman est la détermination d’'une fonction de vraisemtsBapermettant alors d'estimer les parametres
inconnus du modéle espace-état.

Soitz,_; I'estimateur optimal de;_; sachant I'information disponible en- 1 définie par la mesurg, ;.
Soit P,_1 la matrice de variance-covariance de 'erreur d’'estinmatie taillep x p :

Pt,1 = [(thl — 7:’1571) (thl - étfl)/]
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Sachant,;_; et P,_,, I'estimateur optimal de, et la matrice de variance-covariance de I'erreur d’estima-
tion définissent legquations de prédictionsuivantes :

Ze—1 = AZi_1+ Buy
Py1 = AP A +Q

Lorsque la nouvelle observatign est disponible, I'estimateut;,_; peut étre mise a jour. Nous obtenons
alors les2quations de mise a jouroude correctionsuivantes avec I'estimategy et la matrice de variance-
covariance des erreurs d’estimatiBn:

o= Zypoa + Ky (ye — Hzypa)
P = (I* KtH)Ptlt—l

—1 . , . .
aveck; = Pt\t—lH/ (HPm_lH' + R) . La matriceK; est appelée la matrice de gain de Kalman. Nous
ne démontrons pas son calcul issu de la minimisation de lageate variance-covariande.

Lorsque le nouvel estimateur erst déterminé avec les équations de correction, nous réplétprocessus
en calculant le nouvel estimateur des équations de prédjaijui permettront de construire le gdii, ; et
ainsi I'estimateur des équations de correction.

La difficulté est la détermination des parametres initiagket R sont généralement des matrices diago-
nales dont les éléments diagonaux sont relativement failefin,z, et P, sont définis en cohérence avec
les données observables.

Soity 'ensemble des parameétres inconnus= (A, B, H, Q), R). |l est maintenant nécessaire d’estimer
Pour répondre a cet objectif, on va déterminer a partir déttatfon une fonction de vraisemblance sur les
observationg); pour les dates, ..., T. La vraisemblanc& (y; ) est fonction des densités de probabilité
conditionnelles de; :

T

L(y;v) = Hp(yt|yt—17yt—2> Y1)

t=1

Si le vecteur d'état initiaky est gaussien (en plus des erregretn,), la probabilité conditionnelle dg;
est aussi gaussienne. Alors, conditionnellement a, y; o, ..., y1, 2; €st gaussien de moyensg, et
de matrice de variance-covariangg,_,. Et comme on peut écrire :

yr=Hzy 1+ H (Zt - 73t|t—1) +et
nous obtenons qug est gaussien conditionnellement a I'informationten 1 de moyenne :
Ei—1[y] = Hét\t—l

et de matrice de variance-covarianéé,;_H' + R.
La fonction de log-vraisemblance & maximiser suivant leampatres inconnus est alors égale a :

T
T 1 .
Inf=—"=In(@r) = 5> In|HPy B + B = 53 o) (HPy 1 H' + R) v,

t=1 t=1

NN

aVGCUt =Yt — Hét‘t*l'

Précisons qu'il existe des applications du filtre de Kalmansddes cas plus généraux. Par exemple, si nous
considérons un modéle non linéaire, il a été développé te ik Kalman étendu.
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Filtre de Kalman et régression linéaire multiple

Nous considérons une représentation espace-état déarivamodéle linéaire de régression d’'une variable
dépendanteg; (m = 1) surp variables exogénes,. Nous avons alors les équations de mesure et d’état
suivantes :

ye = b +ey
By = Bi—1+m

avece, ~ N(0,R) etn: ~ N(0,Q). Les coefficients de régressigh représentent la variable d’état du
modeéle.

A partir de cette représentation, nous appliquons I'atgore du filtre de Kalman pour déterminer I'évolu-
tion desp; ainsi que estimer les matricéset () a I'aide de la fonction de vraisemblance définie précédem-
ment.

Les différentes techniques de régression (récursivesagiis, filtre de Kalman) peuvent étre utilisées dans
de nombreux cas : réplication de hedge funds, détermindteipha dans les modéles CAPM et Fama-

French pour déterminer la sur- ou sous-évaluation d’uri féincier, etc. Nous proposons le projet suivant

d’application de ces différentes techniques.

Projet 3 Le Bund est un future dont le sous-jacent est constitué dpsuets d’Etat allemand a 10 ans.

Il est suivi de treés prés par les intervenants financiers tdonne la direction des marchés de taux de la
zone Euro. Nous pouvons néanmoins réussir a prévoir sabiitéza I'aide de variables macro-financiéres
classiques : indice actions, pente de taux, spread corpqi@abxy de I'aversion au risque), momentum du
prix du pétrole, etc.

Proposer une stratégie rigoureuse et profitable a I'aide différentes variables économiques et financieres
données et des techniques de régression développées darsection.

1. Il vous faut tout d’abord transformer si nécessaire lesatales explicatives puis en faire une analyse
statistique descriptive sommaire (moyenne, écart-tygmysess, kurtosis, histogramme, etc.).

2. Al'aide de régressions, vous devrez prévoir la rentébiliu Bund de la période suivante a I'aide de
I'ensemble ou d’'une partie des variables explicatives @asn Il vous faudra déterminer le pouvoir
prévisionnel (RMSE, classement bonne/mauvaise préyidmwvotre modeéle statistique, que vous
pourrez comparer a une simple marche aléatoire.

3. Puis vous déterminerez la performance des stratégigsdoty et long-short a comparer en termes
de ratios de performance a une position d’achat sur le Bund.
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3.2 Momentum de taux

Voici un autre exemple de moteur de performance s’appuyar® sechniques statistiques : I’Analyse en
Composantes Principales (ACP) et la modélisation autesdiye ; mais aussi sur le phénoméne momen-
tum.

Jegadeesh et Titmas][ont montré en 1993 la profitabilité d'une stratégie achietkes titres dont la ren-
tabilité des 6 derniers mois était forte et vendant lesgittent la rentabilité était faible. Le momentum de
prix ici signifie que les agents n’ont pas totalement intégrformation disponible et que I'adaptation peut
mettre plus de 6 mois. Hong et Steir] pnt alors tenté de développer un modéle économique exgliqu
de maniere normative la sous-réaction des agents a laidiifde I'information créant cet effet momentum
de prix.

Les stratégies momentum de prix, révélées a I'origine pgadeesh et Titmar8] sur le marché des actions
ameéricain, ont été largement étudiées et semblent aujauiriiire I'unanimité. Néanmoins, ces stratégies
ont peu fait I'objet d’étude sur le marché obligataire. €'es que nous allons tenter de faire dans cette
section : modéliser les facteurs communs, expliquant lahyque hebdomadaire de la structure par terme
des taux d'intéréts zéro-coupon, pouvoir ainsi prédiredlétion des taux, a I'aide des modeles de séries
temporelles, et appliquer ces modeles a la sélection defpaities. Le momentum de taux sera alors
d’horizon plus court (1 semaine) que le momentum révéléesordrché des actions américain (6 mois).

3.2.1 Analyse en Composantes Principales

L'étude statistique de la structure par terme des tauxé&l@ts a été initi€ée par Litterman et Scheinkman
[20]. lls proposent d’expliquer la variation des rentabilites titres a revenu fixe par trois facteurs détermi-
nant la courbe des taux américains : le niveau global des lmpente de la courbe des taux et sa courbure.
Nous allons aussi, a leur maniére, étudier la décompositiofacteurs communs de la courbe des taux a
I'aide de I'Analyse en Composantes Principales (ACP).

Cet outil statistique s’est développé grace a la psychoméin effet, dans ce domaine, les variables ex-
plicatives (contrairement a I'’économétrie) sont raresttraales chiffres derriére le comportement d’'un
individu subjectif n'est pas chose aisée. Pour résoudreat#gme et tout de méme construire des modeles
mathématiques, on suppose que le comportement d’un incgtrégi par des facteurs quantitatifs latents
mais difficilement observables.

L'objectif essentiel de 'ACP est d’expliquer les corrébais entre un nombre élevé de variables quantita-
tives par un nombre plus restreint de facteurs latents oyposantes principales, qui représentent des va-
riables inobservables (cB] et [11]). LACP consiste donc a transformer lgsariables d’originer+, . . ., z,,

enp nouvelles variableg, . . ., f,, (les composantes principales) de variance maximale, noélées deux

a deux et qui s’expriment comme combinaison linéaire daaims d’origine.

Soit 2 le vecteur composé desvariables d’étude de la population considérée qui ont paoairioe de
variance-covarianc&. La méthode de '’ACP consiste a diagonaliserNous obtenons alors = ®A P’
avec® la matrice carrée composee gegecteurs propreg; (en colonne) ef\ la matrice diagonale dgs
valeurs propres,;.

L'objectif est de classer lgs différentes valeurs propres suivant leur ordre de grandewecteur propre

¢1 associé a la plus grande valeur propiepermet alors de construire la premiére composante prilecipa
captant la plus importante variabilité.

Les composantes principales (CP) sont données par :

f=oz

ou f est le vecteur deg facteurs latents ou composantes principales.a variance de la CPest égale a
la valeur propre.
Nous obtenons au final le modéle factoriel suivant :

r=of
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X1 ¢11 cee ¢1p fl

;Cp ;f’pl ;Z’pp .fp

Pour chaque variable, nous avons :
p
$z:Z¢”f] 1= ].77p
j=1

Les¢,; représentent aussi ce que nous appellerorfadésr loadings Représenter ces derniers en fonction
des variables d’origine ou représenter les composantespaies revient aux mémes types d’interprétation.
Par souci de parcimonie, nous n’allons conserver qué fFemiers facteurs; < p, captant la plus grande
part de la variabilité totale (utilisation dscreeplo} et nous supposerons que pour chaque variable, nous
avons :

k
xi:Z¢ijfj+5i i=1,...,p (3.1)

j=1

P

avece; = Z ¢i; f; les résidus négligeables.

j=k+1
Ceci nous permet de réduire 'ensemble des données a un lelesglons restreint de facteurs représentant
au mieux leur variabilité.
L'hypothése essentielle a I'application de 'ACP a un édlian est celle que les données desariables
sont stationnaires et issues d’'une loi Normale multivariders, les valeurs et vecteurs propres issus de
la décomposition spectrale de I'estimateur empiriquae > constituent les estimateurs du Maximum de
Vraisemblance d& et ®. La stationnarité est I'hypothéese essentielle (a vérifiaide du test de Dickey-
Fuller augmenté).
Ajoutons que la valeur prise par I'observatibisur le facteurj est égale a :

p
Crj = > Biji
i=1
Nous appelons ces valeurs les "factor scores".

3.2.2 Bootstrap et ACP

Statistiguement, il est primordial d’étudier la stabilités Composantes Principales. Ceci peut étre fait en
distinguant différentes périodes dans le temps mais ad'séilé du bootstrap (cf. Efrord]).

Soit x la matrice des données d’origine devariables de taillep x n. Nous appelong* la matrice
des données bootstrap. Les ligngsde z* correspondent a un échantillon de tailleextrait des lignes

de z. Un échantillon bootstragzy, x5, ..., z}) est défini comme un échantillon aléatoire de taille
(z7,25,...,2) n'est pas identique &1, o, ...,x,) Mais est une version aléatoire ou encore un ré-
échantillonnage déxy, zs, ..., x,). Les lignes(aj, z3, ..., «%) de la matricer* sont issues des données

originalesz, certaines apparaissant aucune fois, d’'autres une faistré’s deux fois, etc.

Aprés avoir généreé la matriag, nous décomposons en valeurs singuliéres sa matrice émwvearcovariance
pour obtenir les 3 vecteurs propres principaux. Nous m@adiplusieurs réplications bootstrap (nous avons
B ré-échantillons bootstrap) et nous obtenons ainsi B ebkesnale valeurs et vecteurs propres. Nous cal-
culons alors les écart-types des B factor loadings pourughagleur des trois vecteurs propres.
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3.2.3 Stratégie momentum de taux

Le momentum de taux apparait s'il est découvert une pensist@mporelle sur les taux. Cette derniére est
révélée classiquement sur un horizon court (1 semaine).pgellit se modéliser par exemple a l'aide d’'un
modele auto-régressif d’ordriesur les séries temporelles des facteurs latents de la dgoandies taux.
Lorsque le modele est défini de maniere robuste, on peutqagplune stratégie quantitatil@eng-short
profitable.

Tout d’abord, nous déterminons une stratégie Benchmarkuitlie principe suivant : acheter un taux risqué

moyen-long terme et emprunter au taux sans risque 3 mois.

Gréace au modele prédictif, nous allons pouvoir amélior&dachmark de la maniére suivante : si la renta-
bilité de I'obligation risquée calculée a I'aide du modélédictif est supérieure a celle de I'actif sans risque,
alors nous conservons la stratégie précédente ; au censaglle est inférieure, nous décidons d’acheter le
taux sans risque et de vendre I'obligation risquée.

Précisons les approximations utilisées pour les rentébiiebdomadaires des titres de taux. Notons pour
celay(t, 7) le taux ent de maturitér etdy(t, 7) = y(¢t,7) — y(t — 1, 7) la différence premiére des taux.
L'actif sans risque a pour rentabilit¢t, 3M) :

1
£,3M) = y(t — 1,3M) * —
r(t,3M) = y(t — 1, )*52

L'actif risqué a pour rentabilité(t, ) :

T

r(t.7) T l+yt—1,7)

dy(t,7) +y(t—1,7)* 0
car la duration d’'un zéro-coupon est égale a sa maturité.

La stratégie momentum de taux va donc s’appuyer sur la caigoar entre les rentabilités de I'actif sans
risquer(t,3M) et celles de I'actif risqué prévuest, ) a l'aide du modele prédictif, par exemple sur les
facteurs latents, appliquées aux différences premiﬁ;@sf). En effet, le phénoméne momentum de taux
peut nous procurer une prévision pour chacun des princifeai®urs latents ehet nous aurons dans ce
cas:

k
dy(t,7) = Z ¢i(7) fi(t)

Projet 4 Proposer une stratégie rentable exploitant le momentunade ous disposez des données heb-
domadaires de la structure par terme des taux zéro-coupddriaains. Les étapes du projet sont les sui-
vantes :

1. Réaliser une ACP sur les données adéquates et vérifiealhdlitt des composantes principales que
vous aurez sélectionnées.

2. Modéliser le caractére auto-régressif des facteursristeEst-ce stable dans le temps ? Evaluer la
bonne prévision de ces modeéles sur les taux. Comparer & éwesymn sur les taux bruts sans passer
par les facteurs latents.

3. Evaluer la stratégie momentum de taux pour les obligata@maturités 2 et 10 ans puis déterminer
la fréquence des rebalancements.



CONCLUSION

Ce cours, espérons-le, a permis d’introduire les conceptdafmentaux pour construire une stratégie quan-
titative. Evidemment, la liste des techniques quantiéstiprésentées ici n’est pas exhaustive.

La crise actuelle n’est pas propice au développement di&giea innovantes étant donné le discrédit sur
certaines stratégies que peu d’acheteurs comprenaienfell aujourd’hui est donc bien de continuer tout

de méme a innover avec une exigence supplémentaire dedransp et de relative simplicité.
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