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Chapitre 1Introdu
tionNotations :� X = (1,X1, . . . ,Xp)
′ : ve
teur aléatoire de dimension p+1, les marginales Xj sont les variablesexpli
atives. On note également x = (1,x1, . . . ,xp)

′ une réalisation de X ;� Y variable (univariée) à expliquer.� (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) : un n-é
hantillon aléatoire (i.i.d. et de même loi que le 
ouple (X, Y )), telque Xi = (1, Xi1, . . . , Xip)
′ ;� (x1, y1), . . . , (xn, yn) une réalisation de (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn).� X : la matri
e des observations :

X =







1 x11 . . . x1p... ... ... ...
1 xn1 . . . xnp






.1.1 Rappels sur le modèle linéaireLe 
ontexteNous 
her
hons à expliquer une variable Y par p variables X = (1,X1, . . . ,Xp)

′. Pour 
e faire,on dispose de n réalisations (x1, y1), . . . , (xn, yn) du 
ouple (X, Y ). Le but est de modéliser ladépendan
e de la variable réponse Y sur les variables expli
atives X1, . . . ,Xp. Plusieurs raisonspeuvent motiver 
ette modélisation :� la des
ription : on veut un modèle qui permette de dé
rire la relation entre Y et X ;� l'évaluation des 
ontributions relatives de 
haque prédi
teur pour expliquer Y ;� la prédi
tion : prévoir la valeur de Y pour des nouvelles valeurs des variables expli
atives.On rappelle que le modèle linéaire s'é
rit :
Y = X ′β + ǫ = β0 + β1X1 + . . .+ βpXp + ǫ,ave
 β = (β0, β1, . . . , βp)

′ ∈ R
p+1 et ǫ ∼ N (0, σ2). On distingue alors deux 
as :� Les variables Xi sont déterministes (non aléatoires) :

Y ∼ N (X ′β, σ2), E[Y ] = X ′β ;� Les variables Xi sont aléatoires :
(Y |X) ∼ N (X ′β, σ2), E[Y |X ] = X ′β.Modèle logistique Laurent Rouvière



6 Introdu
tionPlaçons nous maintenant dans le 
as où la variable à expliquer Y est qualitative (sexe, 
ouleur,présen
e ou absen
e d'une maladie...) et possède un nombre �ni de modalités g1, . . . , gm. Le prob-lème 
onsiste alors à expliquer l'appartenan
e d'un individu à un groupe à partir des p variablesexpli
atives, on parlera de dis
rimination au lieu de régression.Il est bien entendu impossible de modéliser dire
tement la variable Y par une relation linéaire(imaginons que Y soit le sexe d'une personne ou la 
ouleur de 
es 
heveux). A�n de pallier à 
ettedi�
ulté, on va s'intéresser aux probabilités P(Y = gk|X = x). Supposons pour simpli�er que lavariable Y prenne uniquement deux valeurs : 0 (�groupe 0�) ou 1 (�groupe 1�). La 
onnaissan
ede P(Y = 1|X = x) implique 
elle de P(Y = 0|X = x) : il su�t par 
onséquent de modéliser laprobabilité p(x) = P(Y = 1|X = x). On peut par exemple envisager une relation de la forme
pβ(x) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp + ε = x′β + ε.Cette appro
he possède plusieurs in
onvénients :� Remarquons tout d'abord que la varian
e de Y |X = x vaut pβ(x)(1 − pβ(x)). Contrairementau modèle linéaire traditionnel, 
ette varian
e n'est pas 
onstante et par 
onséquent l'hypothèsed'homos
édasti
ité des résidus ne sera pas véri�ée.� Le fait qu'au
une restri
tion ne soit e�e
tuée sur les β implique que x′β peut prendre n'im-porte quelle valeur dans R. Ce fait est gênant pour l'estimation d'une probabilité (imaginer uneestimation du genre Pβ̂(Y = 1|X = x) = −1297.56 ! ! !).Pour 
es raisons, nous devons étendre le modèle linéaire 
lassique aux 
as où :� Y peut être une variable qualitative (présen
e ou absen
e d'une maladie, appartenan
e à une
atégorie...) ;� les erreurs peuvent ne pas avoir la même varian
e (s'a�ran
hir de l'hypothèse d'homos
édasti
-ité).

1.2 Le modèle linéaire généralisé : GLM1.2.1 La régression logistiqueNous nous plaçons tout d'abord dans un 
ontexte de 
lassi�
ation binaire, 
'est-à-dire que noussupposons qu'il existe seulement deux groupes à dis
riminer. Nous verrons dans le 
hapitre 4
omment étendre les te
hniques à des modèles multi
lasses (plus de deux groupes).Exemple 1.1Nous souhaitons expliquer la variable Y présen
e (1)/ absen
e (0) d'une maladie 
ardio-vas
ulaire(Chd) par l'âge des patients. Les données sont représentées sur la �gure 1.1.Laurent Rouvière Modèle logistique
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Figure 1.1 � Représentation dire
te de Chd (variable à expliquer Y ) en fon
tion de l'âge (variableexpli
ative X).
Cette �gure montre qu'il est di�
ile de modéliser les données brutes, la variabilité de la variableCHD est élevée pour tout âge. Une méthode permettant de réduire 
ette variabilité 
onsiste àregrouper les patients par 
lasse d'âge. Nous obtenons le tableau suivant :CHDAge E�e
tif Absent Présent Moyenne℄19 ;29℄ 10 9 1 0.1℄29 ;34℄ 15 13 2 0.133333℄34 ;39℄ 12 9 3 0.25℄39 ;44℄ 15 10 5 0.333333℄44 ;49℄ 13 7 6 0.461538℄49 ;54℄ 8 3 5 0.625℄54 ;59℄ 17 4 13 0.764706℄59 ;69℄ 10 2 8 0.8Table 1.1 � Données regroupées en 
lasse d'âge.
La liaison entre l'âge et la présen
e de la maladie devient beau
oup plus 
laire. Il apparaît en e�etque lorsque l'âge augmente, la proportion d'individus atteint par la maladie augmente. La �gure1.2 permet d'évaluer 
ette liaison : elle apparaît nettement sous la forme d'une 
ourbe sigmoïde(en forme de �S�). Il semblerait don
 �naturel� de modéliser 
ette proportion de malades par 
lassed'âge en fon
tion de l'âge par une 
ourbe sigmoïde.Modèle logistique Laurent Rouvière



8 Introdu
tion
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

Figure 1.3 � Fon
tion logit . −3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Figure 1.4 � Fon
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Figure 1.2 � Fréquen
e de Chd par 
lasse d'âge en fon
tion de l'âge.La 
olonne �moyenne� du tableau 1.1 fournit une estimation de E[Y |X = x] pour 
haque 
lassed'âge. Nous pouvons don
 proposer une modélisation de l'espéran
e 
onditionnelle de E[Y |X = x] :
E[Y |X = x] = hβ(x)où l'allure de la 
ourbe représentative de hβ est une sigmoïde.Plusieurs fon
tions hβ peuvent naturellement être utilisées. Pour le modèle logistique on 
onsidèrela fon
tion h(x) = exp(x)/(1 + exp(x)), 
e qui donne le modèle

E[Y |X = x] = p(x) =
exp(β0 + β1x)

1 + exp(β0 + β1x)
,où en
ore logit p(x) = log

(

p(x)

1− p(x)

)

= β0 + β1x,logit désignant la fon
tion bije
tive et dérivable de ]0, 1[ dans R : p 7→ log(p/(1− p)) (voir �gures1.3 et 1.4). Nous verrons qu'une telle modélisation permettra de retrouver un grand nombre des�bonnes� propriétés du modèle linéaire.La loi 
onditionnelle de la variable d'intérêt di�ère entre le modèle logistique et le modèle linéaire.Dans le modèle de régression linéaire Y = β0 + β1X + ε, on fait l'hypothèse que les résidus εLaurent Rouvière Modèle logistique



1.2 Le modèle linéaire généralisé : GLM 9suivent une loi N (0, σ2). Il vient Y |X = x ∼ N (β0 + β1x, σ
2). Pour le modèle logistique, pour uneobservation x de la variable expli
ative, on peut exprimer la variable d'intérêt 
omme suit :

Y = p(x) + ε.La variable aléatoire ε peut prendre simplement deux valeurs : si y = 1 alors ε = 1 − p(x) et si
y = 0 alors ε = −p(x). Par 
onséquent ε prend pour valeur 1−p(x) ave
 probabilité p(x) et −p(x)ave
 probabilité 1− p(x) : Y |X = x suit une loi de Bernoulli de paramètre p(x).Dé�nition 1.1 (Régression logistique)Soit Y une variable à valeurs dans {0, 1} à expliquer par p variables expli
ativesX = (1,X1, . . . ,Xp)

′.Le modèle logistique propose une modélisation de la loi de Y |X = x par une loi de Bernoulli deparamètre pβ(x) = Pβ(Y = 1|X = x) telle que :
log

pβ(x)

1− pβ(x)
= β0 + β1x1 + . . .+ βpxp = x′β, (1.1)ou en
ore logit pβ(x) = x′β,logit désignant la fon
tion bije
tive et dérivable de ]0, 1[ dans R : p 7→ log(p/(1− p)).L'égalité (1.1) peut également s'é
rire

pβ(x) = Pβ(Y = 1|X = x) =
exp(x′β)

1 + exp(x′β)
.RemarqueDans un modèle logistique, nous e�e
tuons deux 
hoix pour dé�nir le modèle :1. le 
hoix d'une loi pour Y |X = x, i
i la loi de Bernoulli ;2. le 
hoix de la modélisation de P(Y = 1|X = x) parlogit Pβ(Y = 1|X = x) = x′β.La fon
tion logit est bije
tive et dérivable. Elle est appelée fon
tion de lien.Remarquons également que











Eβ[Y |X = x] = Pβ(Y = 1|X = x)

Vβ(Y |X = x) = Pβ(Y = 1|X = x)
(

1−Pβ(Y = 1|X = x)
)
e qui implique que la varian
e n'est pas 
onstante et varie selon x.1.2.2 La régression log-linéaireDans le modèle logistique la variable à expliquer est une variable binaire. Le modèle log-linéairetraite le 
as d'une variable de 
omptage. Voi
i quelques exemples :� nombre de 
atastrophes aériennes sur une période donnée ;� nombre de voitures à un feu rouge ;� nombre d'a

idents par jour sur une autoroute...Modèle logistique Laurent Rouvière



10 Introdu
tionDé�nition 1.2 (Régression log-linéaire)Soit Y une variable de 
omptage à expliquer par le ve
teur X = (1,X1, . . . ,Xp)
′. Le modèle log-linéaire propose une modélisation de la loi de Y |X = x par une loi de poisson de paramètre λ = λ(x)telle que :

logE[Y |X = x] = x′β.Pour une nouvelle mesure x e�e
tuée, le modèle log-linéaire va don
 prédire la valeur exp(x′β).RemarqueI
i en
ore, deux 
hoix sont e�e
tués pour dé�nir le modèle :1. le 
hoix d'une loi pour Y |X = x, i
i la loi de Poisson ;2. le 
hoix de la modélisation de E(Y |X = x) par
logE[Y |X = x] = x′β.La fon
tion log est bije
tive et dérivable.1.2.3 Généralisation : GLMOn peut résumer les remarques pré
édentes par le tableau :Choix logistique log-linéaire linéaireloi de Y |X = x Bernoulli Poisson Normalemodélisationde logit E[Y |X = x] = x′β logE[Y |X = x] = x′β E[Y |X = x] = x′β

E[Y |X = x]Une généralisation de 
es méthodes est appelée GLM (Generalized Linear Model). L'appro
heGLM 
onsiste à :1. 
hoisir une loi pour Y |X = x parmi un ensemble restreint de loi (les lois exponentiellesGLM) ;2. 
hoisir une fon
tion de lien g(.) parmi une ensemble réduit de fon
tions bije
tives et dériv-ables.3. la transformation de l'espéran
e 
onditionnelle E[Y |X = x] par la fon
tion g est ensuitemodélisée par une fon
tion η qui n'est autre qu'une 
ombinaison linéaire des variables ex-pli
atives :
g (E[Y |X = x]) = η(x) = x′β.On peut résumer un modèle GLM par le s
héma suivant :Laurent Rouvière Modèle logistique



1.3 Exemples de fon
tions de liens pour la régression d'une variable binaire 11A expliquer
omposante aléatoire
Y |X = x suit une loi �xée. Lien

E[Y |X = x] dépend de η(x)au travers de la fon
tion gappelée fon
tion de lien
g(E[Y |X ]) = η(X)

g est une fon
tion inversible.
Expli
atifComposante systématiqueOn modélise η par une 
om-binaison linéaire des Xj

η(x) =

p
∑

j=0

xjβjRemarque1. Pour 
hoisir un modèle GLM il faut� 
hoisir la loi de Y |X = x dans la famille exponentielle des GLM.� 
hoisir une fon
tion de lien inversible g.2. Pour utiliser un modèle GLM il faudra don
 estimer les paramètres β = (β0, β1, . . . , βp)
′.Une fois 
ette estimation réalisée, on disposera d'une estimation de η(x) est �xé ainsi que de

E[Y |X = x] = g−1(η(x)).Le tableau 1.2 donne quelques exemples de GLM.Loi Nom du lien Fon
tion de lienBernoulli/Binomiale lien logit g(µ) = logit (µ) = log(µ/(1− µ))Poisson lien log g(µ) = log(µ)Normale lien identité g(µ) = µGamma lien ré
iproque g(µ) = −1/µTable 1.2 � Exemples de GLM.1.3 Exemples de fon
tions de liens pour la régression d'unevariable binaireD'autres fon
tions de lien que logit peuvent être utilisées dans le 
as où la variable à expliquer Yest binaire. On trouve notamment dans la littérature les transformations :� probit, qui n'est autre que l'inverse de la fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite :
∀p ∈ [0, 1], probit(p) = ǫ ave
 1√

2π

∫ ǫ

−∞

exp

(

−1
2
u2

) du = p.� log-log dé�nie par :
∀p ∈ [0, 1], log-log(p) = log(− log(1− p)).Ces transformations sont représentées sur la �gure 1.5.Modèle logistique Laurent Rouvière
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pFigure 1.5 � Fon
tions de liens : probit (trait plein), logit (tirets), log-log (pointillés).Des trois fon
tions de lien présentées, la transformation log-log est bien appropriée aux 
as oùl'on souhaite modéliser les probabilités de su

ès de manière asymétrique. Les transformationslogit et probit possèdent des propriétés identiques. Dans de nombreux 
as, on préfère utiliser latransformation logistique. Plusieurs raisons motivent 
e 
hoix :� d'un point de vue numérique, la transformation logistique est plus simple à manipuler (notam-ment pour l'é
riture des estimateurs du maximum de vraisemblan
e, voir se
tion 2.2) ;� on a une interprétation 
laire des 
oe�
ients en terme d'odds ratio pour la transformationlogistique (voir se
tion 2.5).� le modèle logistique est parti
ulièrement bien adapté à un s
héma d'é
hantillonnage rétrospe
tif(voir se
tion 2.7).Nous nous fo
aliserons dans la suite sur le modèle logistique. Les di�érents résultats obtenus pour-ront s'étendre aux autres modèles GLM. Il est important de 
onnaître les notations des GLMprésentées dans 
ette partie. C'est en e�et sous 
ette forme qu'elles sont présentées dans la littéra-ture ainsi que dans la plupart des logi
iels statistiques (par exemple sur R).

Laurent Rouvière Modèle logistique



Chapitre 2Analyse dis
riminante logistiqueNous rappelons que Y désigne une variable à expliquer binaire (qui prend 2 valeurs 0 ou 1 poursimpli�er) ou un label qui dénote l'appartenan
e à un groupe et X1, . . . ,Xp désignent p variablesexpli
atives. On souhaite :� expliquer la variable Y à l'aide des p variables expli
atives X = (1,X1, . . . ,Xp)
′ ;� étant donnée une nouvelle mesure x des p variables expli
atives, prédire le label y asso
ié à 
ettenouvelle observation.Nous avons vu dans le 
hapitre pré
édent que le modèle logistique est dé�ni parlogit pβ(x) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp = x′β (2.1)où β = (β0, . . . , βp)

′ et x = (1,x1, . . . ,xp)
′. Nous nous posons maintenant le problème de l'estima-tion des paramètres β à partir d'un é
hantillon (x1, y1), . . . , (xn, yn).2.1 Le modèle statistiqueLes paramètres du modèle logistique sont généralement estimés par la méthode du maximum devraisemblan
e (voir annexe A.1). A�n d'é
rire �proprement� la vraisemblan
e, il 
onvient de dé�nirave
 pré
ision le modèle statistique dans lequel nous allons nous pla
er. On rappelle qu'un modèlestatistique est un 
ouple (Hn,P) où H est l'espa
e de 
haque observation et P est une famille delois de probabilité sur Hn muni de sa tribu borélienne.2.1.1 L'é
hantillonnageOn note (x1, y1), . . . , (xn, yn) une réalisation d'un n-é
hantillon (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) i.i.d. et demême loi que (X, Y ). Sans perte de généralité, nous supposons que l'é
hantillonnage a été réaliséen deux temps :� les n observations x1, . . . , xn ont été généré de manière indépendante selon une loi PX ;� pour i = 1, . . . , n, yi est généré selon une loi de Bernoulli de paramètre pβ(xi) tel que logit pβ(xi) =

x′β (β étant le paramètre à estimer).Nous distinguerons deux stru
tures de données. On parlera de� données individuelles lorsque tous les xi sont di�érents. On appellera alors design l'ensemble
{x1, . . . , xn}. Le modèle est alors dé�ni par

Mn =
{

{0, 1}n, {B(pβ(x1))⊗ . . .⊗ B(pβ(xn)), β ∈ R
p+1}

}

.Modèle logistique Laurent Rouvière



14 Analyse dis
riminante logistique� données répétées lorsque 
ertaines valeurs de xi sont répétées plusieurs fois (
e qui peut seproduire si par exemple PX est dis
rète à support borné). On note� x1, . . . , xT les di�érentes valeurs observées ;� nt, t = 1, . . . , T le nombre de fois où xt a été observé (on a don
 ∑T
t=1 nt = n) ;� yt, t = 1, . . . , T le nombre de su

és (Y = 1) obervé au point xt.On appellera design l'ensemble {(x1, n1), . . . , (xT , nT )}. Pour 
ette stru
ture de données, le mod-èle sera dé�ni par

Mn =
{

{0, . . . n1} × . . .× {0, . . . nT}, {Bin(n1, pβ(x1))⊗ . . .⊗Bin(nT , pβ(xT )), β ∈ R
p+1}

}

.Exemple 2.1Dans le 
adre d'un essai 
linique, on teste 2 traitements (A et B) sur n = 220 patients atteintsd'une pathologie. On reporte dans le tableau 2.1 le nombre de patients qui ont guéri au bout de 3mois de traitements. Guérison Non Guérison
A 40 60
B 90 30Table 2.1 � Exemple de données répétées.Nous sommes i
i en présen
e de données répétées. Un individu (x, y) est un patient (x représentele traitement subi et y vaut 1 si le patient a guéri au bout de 3 mois, 0 sinon). Le design est

{(A, 100), (B, 120)} et on a y1 = 40 et y2 = 90.Les propriétés des estimateurs sont très pro
hes pour 
es deux types de données. Néanmoins,
ertains 
on
epts tels que la forme de la vraisemblan
e où les tests d'adéquation par la dévian
epeuvent légèrement di�érer. Dans 
e 
hapitre, nous nous fo
alisons sur le 
as de données individu-elles (qui est le 
as le plus fréquent). Pour une étude plus approfondie du 
as des données répétées,nous renvoyons le le
teur à l'annexe A.3 (pour l'é
riture de la vraisemblan
e) ou aux ouvrages deHosmer & Lemeshow (2000) et Collet (2003).2.1.2 Identi�abilité du modèleOn rappelle qu'un modèle {H, {Pθ, θ ∈ Θ}} est identi�able si θ 7→ Pθ est inje
tive. Dit brutale-ment, un modèle est dit identi�able si deux paramètres di�érents dé�nissent deux lois di�érentes.Exemple 2.2Plaçons nous dans le 
adre de la régression d'une variable binaire par une variable expli
ative àdeux modalités A et B. On 
onsidère le modèle logistique
M1 =

{

{0, 1}, {B(pβ(x)), β ∈ R
3}
}où logit pβ(x) = β0 + β11x=A + β21x=B

= (β0 + β1) + 01x=A + (β2 − β1)1x=BSi on pose β̃ = (β0 − β1, 0, β2 − β1) on a β 6= β̃ et pβ(x) = pβ̃(x).M1 n'est don
 pas identi�able.Une solution 
lassique 
onsiste à mettre une 
ontrainte sur les 
oe�
ients. Si par exemple, on pose
β2 = 0 alors le modèle

M′
1 =

{

{0, 1}, {B(pβ(x)), β ∈ R
2}
}où logit pβ(x) = β0 + β11x=A est identi�able.Laurent Rouvière Modèle logistique



2.2 L'estimateur du maximum de vraisemblan
e 15Proposition 2.1Le modèleMn est identi�able si et seulement si rang(X) = p+ 1.PreuveSoit β 6= β̃. Par dé�nition Mn est identi�able si et seulement si il existe i ≤ n tel que pβ(xi) 6=
pβ̃(xi). Supposons que : ∀1 ≤ i ≤ n, x′

iβ = x′
iβ̃. On a alors

α0







1...
1






+ α1







x11...
xn1






+ . . .+ αp







x1p...
xnp






= 0ave
 α = β − β̃ 6= 0. Une 
olonne de X est don
 
ombinaison linéaire des autres, d'où rang(X) <

p + 1.2.2 L'estimateur du maximum de vraisemblan
e2.2.1 La vraisemblan
eOn se pla
e dans le 
as de données individuelles. La vraisemblan
e du modèle (identi�able)Mnest dé�nie par :
Ln : {0, 1}n × R

p+1 → R
+

(y1, . . . , yn, β) 7→ B(pβ(x1))⊗ . . .⊗ B(pβ(xn))({y1, . . . , yn}).RemarqueSi on désigne par Yi une variable aléatoire de loi B(pβ(xi)) alors les variables Y1, . . . , Yn sontindépendantes mais pas de même loi.Lorsqu'il n'y aura pas de 
onfusion possible, on 
ommetra l'abus de notation Ln(y1, . . . , yn, β) =
Ln(β). Cal
ulons la vraisemblan
e. On a

Ln(β) =
n
∏

i=1

Pβ(Y = yi|X = xi) =
n
∏

i=1

pβ(xi)
yi(1− pβ(xi))

1−yi .En passant au log nous obtenons
Ln(β) =

n
∑

i=1

{yi log(pβ(xi)) + (1− yi) log(1− pβ(xi))}

=
n
∑

i=1

{

yi log

(

pβ(xi)

1− pβ(xi)

)

+ log(1− pβ(xi))

}

,ou en
ore, d'après (2.1),
Ln(β) =

n
∑

i=1

{yix′
iβ − log(1 + exp(x′

iβ))}. (2.2)Modèle logistique Laurent Rouvière



16 Analyse dis
riminante logistiqueLe ve
teur gradient au point β dé�ni par ∇Ln(β) =
[

∂L
∂β0

(β), . . . , ∂L
∂βp

(β)
]′ s'obtient par dérivation

∂L
∂βj

(β) =

n
∑

i=1

[

yixij −
xij exp(x

′
iβ)

1 + exp(x′
iβ)

]

=

n
∑

i=1

[xij(yi − pβ(xi))] .Ce qui donne en é
riture matri
ielle
∇Ln(β) =

n
∑

i=1

[xi(yi − pβ(xi))] = X
′(Y− Pβ)où Y = (y1, . . . , yn)

′ et Pβ = (pβ(x1), . . . , pβ(xn))
′. L'estimateur du maximum de vraisemblan
e (siil existe) est solution de l'équation (appelée équation du s
ore) :

S(β) = ∇Ln(β) = X
′(Y− Pβ) = 0. (2.3)On rappelle que si 
ette équation admet une solution en β notée g(y1, . . . , yn) (et que 
ette solutionest un maximum de Ln(β)) alors l'estimateur du maximum de vraisemblan
e est β̂ = g(Y1, . . . , Yn).Trouver expli
itement β̂ n'est pas possible. En e�et, l'équation (2.3) se réé
rit :



































x11y1 + . . .+ xn1yn = x11
exp(β1x11 + . . .+ βpx1p)

1 + exp(β1x11 + . . .+ βpx1p)
+ . . .+ xn1

exp(β1xn1 + . . .+ βpxnp)

1 + exp(β1xn1 + . . .+ βpxnp)......
x1py1 + . . .+ xnpyn = x1p

exp(β1x11 + . . .+ βpx1p)

1 + exp(β1x11 + . . .+ βpx1p)
+ . . .+ xnp

exp(β1xn1 + . . .+ βpxnp)

1 + exp(β1xn1 + . . .+ βpxnp)
.Ce système (qui n'est pas linéaire en β) n'admet pas de solution analytique. On a don
 re
ours àdes méthodes numériques qui né
essite de 
onnaître d'éventuelles propriétés sur la régularité de lafon
tion à optimiser (en terme de 
onvexité par exemple).2.2.2 Comportement asymptotique de l'estimateur du maximum de vrai-semblan
eDé�nition 2.1Le nuage de points est dit :� 
omplètement séparable si ∃β ∈ R

p+1 : ∀i tel que Yi = 1 on a x′
iβ > 0 et ∀i tel que Yi = 0 on a

x′
iβ < 0 ;� quasi-
omplètement séparable si ∃β ∈ R

p+1 : ∀i tel que Yi = 1 on a x′
iβ ≥ 0, ∀i tel que Yi = 0on a x′

iβ ≤ 0 et {i : x′
iβ = 0} 6= ∅ ;� en re
ouvrement s'il n'est ni 
omplètement séparable ni quasi-
omplètement séparable (voir �gure2.1).Laurent Rouvière Modèle logistique



2.2 L'estimateur du maximum de vraisemblan
e 17

Figure 2.1 � Exemple de séparabilité 
omplète (gau
he), quasi-
omplète (milieu) et de re
ouvrement(droite).Le théorème suivant nous assure la 
onvergen
e d'un algorithme itératif vers la vers β̂ et nous donnele 
omportement asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblan
e. Considérons le jeud'hypothèses suivant :� H1 : rang(X) = p+ 1.� H2 : on est en situation de re
ouvrement.� H3 : les xi sont des réalisations i.i.d. d'une loi à support 
ompa
t.� H4 : la plus petite valeur propre de la matri
e X′
X tend vers l'in�ni quand n→∞.Théorème 2.11. Sous les hypothèses H1 et H2 la log-vraisemblan
e β → Ln(β) est stri
tement 
on
ave : β̂existe et est unique.2. Sous les hypothèses H3 et H4 on a(a) la 
onvergen
e en probabilité de β̂ vers β quand n→∞.(b) la loi asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblan
e

√
n(β̂ − β)→ N (0, I(β)−1),où I(β) est la matri
e d'information de Fisher (de dimension (p+1)× (p+1)) au point

β :
I(β)ij = −E

[ ∂2

∂βi∂βj
L1(Y, β)

]

, 0 ≤ i, j ≤ p,où ave
 un léger abus de notation I(β)ij désigne le terme de la (i + 1)ème ligne et
(j + 1)ème 
olonne de I(β).Pour la preuve de la 
on
avité, on pourra se référer au poly
opié de Guyon (2005) ou à l'arti
lede Albert & Anderson (1984). La loi asymptotique dé
oule de la théorie du maximum de vraisem-blan
e (voir annexe A.1 et Antoniadis et al (1992) pour une preuve détaillée). La 
on
avité a une
onséquen
e numérique importante puisqu'elle justi�e qu'un algorithme itératif 
onvergera bienvers la valeur de β̂. Il n'y a don
 pas de risque de 
onverger vers un maximum lo
al non global etla 
onvergen
e de l'algorithme ne dépend pas du point d'initialisation de l'algorithme.Modèle logistique Laurent Rouvière



18 Analyse dis
riminante logistique2.3 L'algorithme IRLSDeux algorithmes sont généralement implémentés sur les logi
iels de statistique pour 
al
uler lesestimateurs du maximum de vraisemblan
e : l'agorithme du s
ore de Fi
her et l'algorithme IRLS(Iterative Reweighted Least Square). Nous présentons i
i uniquement le se
ond algorithme.2.3.1 Rappel sur l'algorithme de Newton-RaphsonLa méthode de Newton-Raphson permet une résolution numérique des équations du s
ore. Poursimpli�er les notations, nous supposons que β est univarié. On part tout d'abord d'une valeurinitiale arbitraire de β, notée β0 et on désigne par β1 = β0 + h une valeur 
andidate pour êtresolution de S(β) = 0, 
'est-à-dire S(β0 + h) = 0. Par un développement limité à l'ordre un de lafon
tion S, on obtient l'approximation suivante :
S(β0 + h) ≃ S(β0) + hS ′(β0).Comme S(β0 + h) = 0, on obtient pour h la valeur suivante :

h = −[S ′(β0)]−1 S(β0)et don

β1 = β0 − [S ′(β0)]−1 S(β0).Dans le 
as qui nous 
on
erne β ∈ R

p+1 et S(β) = ∇Ln(β). La formule de ré
urren
e se traduitpar
β1 = β0 − [∇2Ln(β

0)]−1∇Ln(β
0)où ∇2Ln(β

0) désigne la matri
e hessienne de la log-vraisemblan
e au point β0 :
∇2Ln(β

0)ij =

[

∂2L
∂βi∂βj

(β0)

]

, 0 ≤ i, j ≤ poù nous 
omettons toujours l'abus de désigner par ∇2Ln(β
0)ij le terme de la (i + 1)ème ligne et

(j + 1)ème 
olonne de ∇2Ln(β
0). Le pro
essus est ensuite itéré jusqu'à 
onvergen
e. Il se résumede la manière suivante :1. 
hoix d'un point de départ β0 ;2. On 
onstruit βk+1 à partir de βk

βk+1 = βk + Ak∇Ln(β
k),où ∇Ln(β

k) est le gradient au point βk et Ak = −(∇2Ln(β
k))−1 est la matri
e de �pas� del'algorithme (l'inverse du hessien de Ln au point βk).2.3.2 Cal
ul des estimateursCal
ulons la matri
e hessienne ∇2Ln(β) =

{

∂2Ln(β)

∂βr∂βs

}

0≤r,s≤p

:
∂2Ln

∂βr∂βs
(β) = −

n
∑

i=1

xr
ix

s
i

exp(x′
iβ)

(1 + exp(x′
iβ))

2
= −

n
∑

i=1

xr
ix

s
ipβ(xi)(1− pβ(xi)),Laurent Rouvière Modèle logistique



2.4 Dimensions expli
atives, variables expli
atives 19Algorithme 1 maximisation de la vraisemblan
eRequire: β0

k ← 1repeat
βk+1 ← βk + Ak∇Ln(β

k)
k ← k + 1until βk+1 ≈ βk et/ou Ln(β

k+1) ≈ Ln(β
k)en é
riture matri
ielle nous obtenons

∇2Ln(β) = −
n
∑

i=1

xix
′
ipβ(xi)(1− pβ(xi)) = X

′WβX,où Wβ est la matri
e diagonale diag (pβ(xi)(1 − pβ(xi)), i = 1, . . . , n. Nous pouvons maintenantexprimer βk+1 en fon
tion de βk :
βk+1 = βk + (X′WβkX)−1

X
′(Y− Pβk)

= (X′WβkX)−1
X

′Wβk(Xβk +Wβk
−1(Y− Pβk))

= (X′WβkX)−1
X

′WβkZk,où Zk = Xβk+Wβk
−1(Y−Pβk). Cette équation est simplement une régression pondérée du ve
teur

Zk où les poids Wβk dépendent de X et βk ; d'où le nom de IRLS pour 
ette méthode. Les poidssont réévalués à 
haque étape de l'algorithme, une étape étant une simple régression pondérée.2.4 Dimensions expli
atives, variables expli
ativesLes remarques formulées dans 
ette partie s'appliquent pour la plupart des modèles de régres-sion (modèles linéaires et d'analyse de varian
e par exemple). Pour plus de détails, on pourra serapporter aux ouvrages de Droesbeke et al (2007) et Cornillon & Matzner-Løber (2007).On rappelle que la dimension d'un modèle paramétrique (identi�able) {H, {Pθ, θ ∈ Θ}} est ladimension de l'espa
e des paramètres Θ. Pour le modèle logistique, les lois sont déterminées parlogit pβ(x) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp.Tout 
omme pour le modèle linéaire, la dimension d'un modèle logistique s'obtient en sommantles dimensions expli
atives asso
iées aux di�érentes variables expli
atives du modèle, lesquellesvarient suivant le nature de la variable expli
ative. Nous étudions dans 
ette partie les dimensionsexpli
atives pour des variables expli
atives quantitatives et qualitatives. Nous étudierons égalementles 
as d'intera
tions entre variables.2.4.1 Variable expli
ative quantitativeSi on dispose d'une seule variable expli
ative X quantitative (non regroupée en 
lasse) le modèles'é
rit logit pβ(x) = β0 + β1x.Un seul 
oe�
ient (β1) est alloué à X , 
ette variable est représentée par une seule 
olonne dans lamatri
e du design X. Sa dimension est don
 égale à 1.Modèle logistique Laurent Rouvière



20 Analyse dis
riminante logistique2.4.2 Variable expli
ative qualitativeTout 
omme pour le modèle d'analyse de varian
e, une variable qualitative est représentée parles indi
atri
es asso
iées aux di�érentes modalités. Considérons un modèle où la seule variableexpli
ative est le sexe : logit pα(x) = α0 + αF1F (x) + αH1H(x), (2.4)mais aussi logit pα(x) = (α0 + αF ) + (αH − αF )1H(x).Il y a une in�nité d'é
ritures possibles... Le modèle (2.4) 
orrespond à une matri
e du design Xà trois 
olonnes où la première 
olonne est une 
olonne de 1 et les deux dernières sont obtenuesen e�e
tuant un 
odage disjon
tif 
omplet pour 
haque individu (le ième terme de la 2ème (resp.
3ème) 
olonne vaut 1 si le ième individu de l'é
hantillon est une femme (resp. un homme)). Par
onséquent, la somme des deuxième et troisième 
olonne vaut 1 
e qui rend l'estimation impossiblepuisque la matri
e X n'est pas de plein rang (X′WβX n'est pas inversible et le modèle n'est pasidenti�able). Une solution pour pallier à 
ette di�
ulté 
onsiste à mettre une 
ontrainte sur les
oe�
ients αH et αF . La solution souvent utilisée par les logi
iels est de supprimer une des 
olonnesde la matri
eX, 
e qui revient à 
onsidérer que le 
oe�
ient de la modalité asso
iée à 
ette 
olonneest nul. Cette modalité est prise 
omme modalité de référen
e par rapport à laquelle on mesuredes déviations. Le 
hoix de 
ette modalité n'a bien entendu pas d'in�uen
e sur les lois Pβ. Ilen a 
ependant une sur la valeur des 
oe�
ients estimés ainsi que sur leurs é
arts types. Ainsi lenombre de 
oe�
ients signi�
ativement di�érents de 0 peut 
hanger suivant le 
hoix de la modalitéde référen
e. Ce
i montre 
lairement que, pour juger l'apport d'une variable qualitative, il n'estpas pertinent d'utiliser les tests de signi�
ativité des 
oe�
ients. Il sera préférable de réaliser untest entre modèles emboîtés (voir page 38).Exemple 2.3Considérons le 
as d'une variable expli
ative à trois niveaux g1, g2, g3. Les observations sont ré-
oltées dans les tableaux suivants (équivalents)observation X Y1 g1 12 g2 13 g3 14 g1 15 g2 06 g1 0

X #{Y = 1} #{Y = 0}
g1 2 1
g2 1 1
g3 1 0On e�e
tue une régression logistique sur R :> X <- fa
tor(
("g1","g2","g3","g1","g2","g1"))> Y <- fa
tor(
(1,1,1,1,0,0))> model <- glm(Y~X,family=binomial)> modelCall: glm(formula = Y ~ X, family = binomial)Coeffi
ients:(Inter
ept) Xg2 Xg30.6931 -0.6931 17.8729Laurent Rouvière Modèle logistique



2.4 Dimensions expli
atives, variables expli
atives 21Degrees of Freedom: 5 Total (i.e. Null); 3 ResidualNull Devian
e: 7.638Residual Devian
e: 6.592 AIC: 12.59La modalité g1 est i
i prise 
omme modalité de référen
e. Le modèle estimé s'é
rit don
 :logit p̂(gj) = logit pβ̂(gj) = 


0.6931 si j = 1
0 si j = 2
0.6931 + 17.8729 = 18.566 si j = 3.ou en
ore

p̂(gj) =











exp(0.6931)
1+exp(0.6391)

= 2/3 si j = 1

1/2 si j = 2
exp(18.566)

1+exp(18.566)
= 1.0000 si j = 3.

(2.5)Bien évidemment, 
hanger la 
ontrainte modi�e l'é
riture du modèle mais ne modi�e la loi deprobabilité sous-ja
ente. Prenons par exemple, la modalité g3 
omme modalité de référen
e :> model1 <- glm(Y~C(X,base=3),family=binomial)> model1Call: glm(formula = Y ~ C(X, base = 3), family = binomial)Coeffi
ients:(Inter
ept) C(X, base = 3)1 C(X, base = 3)218.57 -17.87 -18.57Degrees of Freedom: 5 Total (i.e. Null); 3 ResidualNull Devian
e: 7.638Residual Devian
e: 6.592 AIC: 12.59Il est par exemple fa
ile de véri�er que les probabilités p̂(gj), j = 1, 2, 3 sont identiques à 
elles de(2.5).2.4.3 Intera
tionsTout 
omme en analyse de la varian
e, on ne peut se 
ontenter de modèles purement additifs.Reprenons l'exemple développé dans Droesbeke et al (2007) (page 122). Nous 
onsidérons le 
asoù la variable Y représente le fait de faire (
odé 1) ou non (
odé 0) de la 
outure. On dispose dedeux variables expli
atives : l'age et le sexe. Le modèle �purement� additif s'é
rit :logit pβ(x) = β0 + β1age + β21femme,la modalité homme a été 
hoisie 
omme modalité de référen
e. Une telle é
riture revient à supposerque les pentes sont identiques pour les hommes et les femmes (voir Figure 2.2).
PSfrag repla
ements HommesFemmes

age
logit pβ(x)
Figure 2.2 � Modèle additif.

PSfrag repla
ements Hommes
Femmes

age
logit pβ(x)

Figure 2.3 � Modèle ave
 intera
tion.Modèle logistique Laurent Rouvière



22 Analyse dis
riminante logistiqueA priori, il semble que les hommes ne font que très rarement de la 
outure quel que soit leur âge,il parait préférable de pouvoir utiliser un modèle du genre (voir Figure 2.3) :logit p(x) = β0 + β1age + β21femme + β3age1femme.Ce modèle revient à 
onsidérer l'intera
tion entre les variables age et sexe. On rappelle quedeux variables interagissent si l'e�et de l'une sur Y di�ère suivant les valeurs de l'autre. Bienentendu, l'ajout d'une intera
tion augmente la dimension expli
ative du modèle. Le nombre de
omposantes supplémentaires s'obtient en faisant le produit du nombre de dimensions des variablesqui interagissent (i
i les variables sexe et age sont de dimension 1, on rajoute don
 une dimension).2.5 Interprétation des 
oe�
ients β

0.
2

0.
8

0.
0

1.
0

0.
0

1.
0

0.
3

0.
7

PSfrag repla
ements
β = 0 β = 0.5

β = 2 β = 10Figure 2.4 � Pβ(Y = 1|X = x) pour di�érentes valeurs de β.Nous avons représenté sur la Figure 2.4 l'allure de la 
ourbe représentative de la fon
tion x 7→
exp(xβ)

1+exp(xβ)
pour di�érentes valeurs du paramètre β. On remarque que :� pour de faibles valeurs de β on a une large plage de valeurs de x pour lesquelles la fon
tion sesitue aux alentours de 0.5 (la fon
tion est même 
onstante (0.5) dans le 
as extrême β = 0).Pour 
es valeurs pβ(x) = Pβ(Y = 1|X = x) sera pro
he de 0.5 et on peut don
 penser qu'il seradi�
ile de dis
riminer ;� lorsque β augmente, la zone où la fon
tion est pro
he de 0.5 diminue et la fon
tion est pro
he de0 ou 1 pour un grand nombre de valeurs de x. Par 
onséquent, Pβ(Y = 1|X = x) sera souventpro
he de 1 ou 0, 
e qui risque de minimiser d'éventuelles erreurs de prévisions.On peut interpréter ainsi : plus β est grand, mieux on dis
rimine. Cependant une telle interpré-tation dépend des valeurs que x prend (de son é
helle). C'est pourquoi en général l'interprétationdes 
oe�
ients β s'e�e
tue en terme d'odds ratio. Les odds ratio sont des outils souvent appré
iésdans le domaine de l'épidémiologie (mais pas toujours bien utilisés !).Les odds ratio servent à mesurer l'e�et d'une variable quantitative ou le 
ontraste entre les e�etsd'une variable qualitative. L'idée générale est de raisonner en terme de probabilités ou de rapportLaurent Rouvière Modèle logistique



2.5 Interprétation des 
oe�
ients β 23de 
otes (odds). Si on a, par exemple, une probabilité p = 1/4 de gagner à un jeu, 
ela signi�eque sur 4 personnes une gagne et les trois autres perdent, soit un rapport de 1 gagnant sur troisperdants, 
'est-à-dire p/(1 − p) = 1/3. Ce rapport p/(1 − p) varie entre 0 (0 gagnant) et l'in�ni(que des gagnants) en passant par 1 (un gagnant pour un perdant).Dé�nition 2.2L'odds (
han
e) pour un individu x d'obtenir la réponse Y = 1 est dé�ni par :odds(x) = p(x)

1− p(x)
, où p(x) = P(Y = 1|X = x).L'odds ratio (rapport des 
han
es) entre deux individus x et x̃ estOR(x, x̃) = odds(x)odds(x̃) =

p(x)
1−p(x)

p(x̃)
1−p(x̃)

.Exemple 2.4Supposons qu'à un moment donné un 
heval x a une probabilité p(x) = 3/4 de perdre. Celasigni�e que sur 4 
ourses disputées, il peut espérer en gagner une et en perdre 3. L'odds vaut
3/1 (3 défaites 
ontre 1 vi
toire, on dit également que 
e 
heval est à 3 
ontre 1). Pour la petitehistoire, si l'espéran
e de gain était nulle, 
ela signi�erait que pour 10 euros joués, on peut espérer30 euros de béné�
e si le 
heval gagne). Le rapport p(x)/(1−p(x)) varie entre 0 (que des vi
toires)et l'in�ni (que des défaites) en passant par 1 (une vi
toire pour une défaite).Les odds ratio peuvent être utilisés de plusieurs manières :1. Comparaison de probabilités de su

ès entre deux individus (voir Tableau 2.2) ;

OR(x, x̃) > 1 ⇐⇒ p(x) > p(x̃)
OR(x, x̃) = 1 ⇐⇒ p(x) = p(x̃)
OR(x, x̃) < 1 ⇐⇒ p(x) < p(x̃)Table 2.2 � Règles d'interprétation des odds ratio.2. Interprétation en terme de risque relatif : dans le 
as où p(x) et p(x̃) sont très petitspar rapport à 1, 
omme dans le 
as d'une maladie très rare, on peut faire l'approximation

OR(x, x̃) ∼ p(x)/p(x̃) et interpréter simplement. Par exemple si OR(x, x̃) = 4 alors laréponse (maladie) est 4 fois plus probable dans le 
as où X = x que dans le 
as où X = x̃.3. Mesure de l'impa
t d'une variable : pour le modèle logistiquelogit pβ(x) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp,il est fa
ile de véri�er queOR(x, x̃) = exp(β1(x1 − x̃1)) . . . exp(βp(xp − x̃p)).Pour mesurer l'in�uen
e d'une variable sur l'odds ratio, il su�t de 
onsidérer deux observa-tions x et x̃ qui di�èrent uniquement par la jème variable. On obtient alorsOR(x, x̃) = exp(βj(xj − x̃j)).Ainsi une variation de la jème variable d'une unité (sur l'é
helle de 
ette variable) 
orrespondà un odds ratio exp(βj) qui est uniquement fon
tion du 
oe�
ient βj. Le 
oe�
ient βj permetde mesurer l'in�uen
e de la jème variable sur le rapport pβ(x)/(1 − pβ(x)) lorsque xj varied'une unité, et 
eux indépendamment de la valeur de xj . Une telle analyse peut se révélerintéressante pour étudier l'in�uen
e d'un 
hangement d'état d'une variable qualitative.Modèle logistique Laurent Rouvière



24 Analyse dis
riminante logistiqueExemple 2.5Reprenons l'exemple des 
otes pour les 
ourses de 
hevaux. On 
her
he a expliquer la performan
ed'un 
heval en fon
tion du jo
key qui le monte. Pour simpli�er on suppose que l'on a que deuxjo
keys A et B. On désigne par Y la variable aléatoire qui prend pour valeurs 0 si le 
heval remportela 
ourse, 1 sinon. On 
onsidère le modèle logistiquelogit pβ(x) = β0 + β11x=B.On a OR(B,A) = exp(β2). Imaginons que pour un é
hantillon de taille n on obtienne une estimation
β̂2 = log(2). On a alors ÔR(B,A) = 2, 
e qui signi�e que la 
ote du 
heval est multipliée par 2lorsqu'il est monté par B par rapport à A.2.6 Pré
ision des estimateurs et tests2.6.1 Loi asymptotiqueNous avons obtenu dans le théorème 2.1 le 
omportement asymptotique de l'estimateur du maxi-mum de vraisemblan
e β̂ : √

n(β̂ − β)
L→ N (0, I(β)−1),où I(β) est la matri
e d'information de Fisher au point β. On déduit

(β̂ − β)′nI(β)(β̂ − β)
L→ χ2

p+1.Un tel résultat n'est pas utilisable tel quel puisque la matri
e I(β) est in
onnue. On remarque qued'après la loi des grands nombres
Î(β)ij = −

1

n

n
∑

k=1

∂2

∂βi∂βj

L1(Yi, β) = −
1

n

∂2

∂βi∂βj

n
∑

k=1

L1(Yi; β) = −
1

n

∂2

∂βi∂βj

Ln(Y1, . . . , Yn, β)

=
1

n
(X′WβX)ij,
onverge presque surement vers I(β)ij. Comme β̂ 
onverge faiblement vers β, on obtient gra
e authéorème de Slutsky et aux opérations 
lassiques sur la 
onvergen
e en loi

(β̂ − β)′Σ̂(β̂ − β)
L→ χ2

p+1 (2.6)ave
 Σ̂ = (X′Wβ̂X).2.6.2 Intervalles de 
on�an
eOn déduit du paragraphe pré
édent qu'un estimateur de la varian
e de β̂j est donné par le jèmeterme de la diagonale de Σ̂−1. Notons σ̂2
j 
et estimateur. Il vient

(β̂j − βj)
2

σ̂2
j

L→ χ2
1 ou en
ore β̂j − βj

σ̂j

L→ N (0, 1). (2.7)Un intervalle de 
on�an
e (asymptotique) de niveau 1− α pour βj est don
 donné par
IC1−α(βj) =

[

β̂j − u1−α/2σ̂j ; β̂j + u1−α/2σ̂j

]

,Laurent Rouvière Modèle logistique



2.6 Pré
ision des estimateurs et tests 25où u1−α/2 représente le quantile de niveau (1− α/2) de la loi normale N (0, 1).La validité de 
es intervalles est toute relative puisqu'il s'agit d'une approximation valable asymp-totiquement. Il est toujours possible de 
ompléter 
ette étude par un bootstrap a�n d'obtenird'autres intervalles de 
on�an
e dans le 
as ou 
eux-
i sont parti
ulièrement importants. Cela dit,en pratique, on se 
ontente de l'intervalle de 
on�an
e bâti grâ
e à la matri
e d'information deFisher.On déduit également de (2.7) les test de nullité des 
oe�
ients du modèle. On note H0 : βj = 0et H1 : βj 6= 0, alors sous H0, β̂j/σ̂j
L→ N (0, 1). On rejettera H0 si la valeur observée de β̂j/σ̂jdépasse en valeur absolue le quantile d'ordre 1− α/2 de la loi N (0, 1).Exemple 2.6Reprenons l'exemple du TP1. Un 
hef d'entreprise souhaite véri�er la qualité de 
es ma
hines enfon
tion de l'âge et de la marque des moteurs. Il dispose� d'une variable binaire Y (1 si le moteur a déjà 
onnu une panne, 0 sinon) ;� d'une variable quantitative age repésentant l'âge du moteur ;� d'une variable qualitative a 3 modalités marque représentant la marque du moteur.On souhaite expliquer la variable Y à partir des deux autres variables. On 
onstruit un modèlelogistique permettant d'expliquer Y par l'age du moteur et sa marque.> model <- glm(panne~.,data=donnees,family=binomial)On obtient les varian
es estimées des estimateurs via> P <- predi
t(model,type="response")> W <- diag(P*(1-P))> X1 <- rep(1,n)> X2 <- donnees$age> X3 <- as.numeri
(donnees$marque==1)> X4 <- as.numeri
(donnees$marque==3)> X <- matrix(
(X1,X2,X3,X4),n
ol=4)> #e
arts types estimes> sqrt(diag(solve(Sigma)))[1℄ 0.83301450 0.09398045 0.81427979 1.05357830Bien évidemment, on peut retrouver 
es é
arts types ainsi que les probabilités 
ritique des testsde nullité des 
oe�
ients ave
> summary(model)Call:glm(formula = panne ~ ., family = binomial, data = donnees)Devian
e Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-1.4232 -1.2263 0.9082 1.1062 1.5982Coeffi
ients:Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)(Inter
ept) 0.47808 0.83301 0.574 0.566age 0.01388 0.09398 0.148 0.883marque1 -0.41941 0.81428 -0.515 0.607marque3 -1.45608 1.05358 -1.382 0.167(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)Modèle logistique Laurent Rouvière



26 Analyse dis
riminante logistiqueNull devian
e: 45.717 on 32 degrees of freedomResidual devian
e: 43.502 on 29 degrees of freedomAIC: 51.5022.6.3 Tests de nullité de q 
oe�
ients libresLa théorie du maximum de vraisemblan
e nous donnant la loi (asymptotique) des estimateurs,il est possible de tester la signi�
ativité des variables expli
atives. Pour 
ela, trois tests sontgénéralement utilisés :� Le test de Wald ;� Le test du rapport de vraisemblan
e ou de la dévian
e.� Le test du s
ore ;Les hypothèses s'é
rivent :
H0 : βj1 = βj2 = . . . = βjq = 0 
ontre H1 : ∃k ∈ {1, . . . , q} : βjk 6= 0.Pour alléger les notations, nous supposons sans perte de généralité que nous testons la nullité des

q premiers 
oe�
ients du modèle
H0 : β0 = β1 = . . . = βq−1 = 0 
ontre H1 : ∃k ∈ {0, . . . , q − 1} : βk 6= 0.Test de Wald Il est basé sur (2.6). On note β0,...,q−1 le ve
teur 
omposé des q premières 
om-posantes de β et Σ̂−1

0,...,q la matri
e blo
 
omposée des q premières lignes et 
olonnes de Σ̂−1. Il estfa
ile de voir que sous H0

β̂ ′
0,...,q−1Σ̂0,...,qβ̂0,...,q−1

L→ χ2
q.Test du rapport de vraisemblan
e ou de la dévian
e La statistique de test est basée sur ladi�éren
e des rapports de vraisemblan
e entre le modèle 
omplet est le modèle sous H0. On note

β̂H0
l'estimateur du maximum de vraisemblan
e 
ontraint par H0 (il s'obtient en supprimant les qpremières variables du modèle). On a alors sous H0

2(Ln(β̂)− Ln(β̂H0
))

L→ χ2
q .Test du s
ore On 
her
he i
i à véri�er si la fon
tion de s
ore (gradient de la log-vraisemblan
e)est pro
he de 0 sous H0. Sous H0 on a

S(β̂H0
)′Σ̂−1

H0
S(β̂H0

)
L→ χ2

q,où Σ̂H0
= X

′Wβ̂H0

X.Pour 
es 3 tests, on rejette l'hypothèse nulle si la valeur observée de la statistique de test dépassele quantile d'ordre 1−α de la loi χ2
q . Pour la preuve des 
onvergen
es des statistiques du maximumde vraisemblan
e et du s
ore, on pourra se référer à l'annexe D de Antoniadis et al (1992). La�gure 2.5 permet de visualiser les trois tests. Le test du s
ore revient à tester la nullité de la penteen β̂H0

(β̂ sous H0), le test de Wald la nullité de la distan
e entre β̂ et β̂H0
et le test du rapportde vraisemblan
e la nullité de la di�éren
e entre les vraisemblan
es en 
es deux points.Laurent Rouvière Modèle logistique



2.6 Pré
ision des estimateurs et tests 27
PSfrag repla
ements

ββ̂H0 β̂

Ln(β)

ℓ0

ℓmax

Test du rapport des vraisemblan
esTest du s
ore Test de Wald
Log-vraisemblan
e

Figure 2.5 � Rapport de vraisemblan
e, s
ore, test de Wald.Remarque� La PROC LOGISTIC sous SAS réalise les trois tests pour H0 : β1 = β2 = . . . = βp = 0.� Pour les tests �variable par variable� ou paramètre par paramètre
H0 : βj = 0 
ontre H1 : βj 6= 0,la PROC LOGISTIC utilise le test de Wald.Exemple 2.7Reprenons l'exemple pré
édent. Le modèle s'é
ritlogit pβ(x) = β0 + β1age + β21marque=1 + β31marque=3,la modalité 0 de la variable marque est prise 
omme modalité de référen
e. On é�e
tue les 3 testsprésentés 
i-dessus pour

H0 : β1 = β2 = β3 = 0 H1 : ∃j ∈ {1, 2, 3} βj 6= 0.Le 
al
ul des statistiques de test et des probabilités 
ritiques s'obtient ave
 les 
ommandes> #test de Wald> Sigma <- t(X)%*%W%*%X> inv_Sigma <- solve(Sigma)> inv_SigmaH0 <- inv_Sigma[2:4,2:4℄> betaH0 <- 
oef(model)[2:4℄> statWald <- t(betaH0)%*%solve(inv_SigmaH0)%*%betaH0> p
Wald <- 1-p
hisq(statWald,df=3)> p
Wald [,1℄[1,℄ 0.5655233> #test du rapport de vraisemblan
e> modelH0 <- glm(panne~1,data=donnees,family=binomial)> statRappvrais <- 2*(logLik(model)-logLik(modelH0))Modèle logistique Laurent Rouvière



28 Analyse dis
riminante logistique> p
Rappvrais <- 1-p
hisq(statRappvrais,df=3)> p
Rappvrais[1℄[1℄ 0.528955> #test du s
ore> prevH0 <- predi
t(modelH0,type="response")> s
oreH0 <- t(X)%*%(as.numeri
(donnees$panne)-1-prevH0)> WH0 <- diag(prevH0*(1-prevH0))> SigmaH0 <- t(X)%*%WH0%*%X> stats
ore <- t(s
oreH0)%*%solve(SigmaH0)%*%s
oreH0> p
s
ore <- 1-p
hisq(stats
ore,df=3)> p
s
ore [,1℄[1,℄ 0.5392691Ces 3 tests a

eptent l'hypothèse nulle.2.7 Le s
héma d'é
hantillonnage rétrospe
tifJusqu'à présent nous avons 
onsidéré un é
hantillon (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) i.i.d. de même loi que
(X, Y ). Cette phase d'é
hantillonnage n'est pas né
essairement toujours la mieux adaptée. Con-sidérons l'exemple suivant.Exemple 2.8Une 
linique 
her
he à mesurer l'e�et du taba
 sur le 
an
er du poumon. Elle prélève parmises patients un é
hantillon 
omposé de n1 = 250 personnes atteintes par le 
an
er et n0 = 250personnes ne présentant pas la maladie. Les résultats (simulés !)de l'étude sont présentés dans letableau suivant : Fumeur Non fumeurNon malade 48 202Malade 208 42Table 2.3 � Résultats de l'enquête.Le statisti
ien responsable de l'étude réalise un modèle logistique. Les sorties sur R sont :Call: glm(formula = Y ~ X, family = binomial)Coeffi
ients:(Inter
ept) Xnon_fumeur1.466 -2.773Degrees of Freedom: 499 Total (i.e. Null); 498 ResidualNull Devian
e: 692.3Residual Devian
e: 499.9 AIC: 503.9On obtient pβ̂(fumeur) = 0.812, 
e qui peut paraître un peu élevé. La valeur surprenante d'unetelle estimation vient du fait l'é
hantillonnage n'est pas fait selon proto
ole pré
édent : il est fait
onditionnellement à Y . Il est fa
ile de voir que les répartitions d'individus selon la variable Y nesont pas les mêmes dans la population et dans l'é
hantillon. Ce
i va entrainer un biais au niveaudes estimateurs. On peut modéliser le s
héma d'é
hantillonnage rétrospe
tif de la manière suivante.Laurent Rouvière Modèle logistique



2.7 Le s
héma d'é
hantillonnage rétrospe
tif 29Le s
héma d'é
hantillonnage On s'intéresse toujours à la loi 
onditionnelle de Y |X qui estune bernoulli de paramètre pβ(x) telle quelogit pβ(x) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp.On désigne toujours par PX la loi de X . La di�éren
e i
i est que l'é
hantillon n'est pas i.i.d. demême loi que (X, Y ). On désigne par S une variable aléatoire qui prend pour valeur 0 et 1 et par
τ1 et τ0 les taux de sondage P(S = 1|Y = 1) et P(S = 1|Y = 0). Pour un individu (x, y) généréselon PX,Y , on tire une réalisation s de S selon une loi de Bernoulli de paramètre τy, si s = 1 ongarde (x, y) dans l'é
hantillon, sinon on le jette. On répète le proto
ole jusqu'à obtenir n individus.Le modèle logistique I
i un individu est représenté par un triplet (X, Y, S) et l'é
hantillon
onstitué s'é
rit (x1, y1, 1), . . . , (xn, yn, 1). Le modèle étudié pour 
e s
héma d'é
hantillonnage estdon
Mn = {{0, 1}n, B(pγ(x1)⊗ . . .×⊗B(pγ(xn)), γ ∈ R

p+1} ave
logit pγ(x) = logit Pγ(Y = 1|X = x, S = 1) = γ0 + γ1x1 + . . .+ γpxp.Ainsi, il su�t d'appliquer tout 
e qui a été vu dans 
e 
hapitre pour obtenir les estimateurs des γj(on déduit également les intervalles de 
on�an
e, test...). La question qui se pose est : 
ommentretrouver pβ(x) en 
onnaissant pγ(x) ?Proposition 2.2Ave
 les notations 
i dessus, on alogit pγ(x) = logit pβ(x) + log
τ1
τ0
,par 
onséquent logit pβ(x) = (γ0 − τ1

τ0

)

+ γ1x1 + . . .+ γpxp.PreuveIl su�t de remarquer que grâ
e au thérème de Bayes on a
pγ(x) =

pβ(x)P(S = 1|Y = 1, X = x)

P(S = 1)
=

pβ(x)P(S = 1|Y = 1)

P(S = 1)
.Ce résultat est intéressant puisqu'il implique que le biais dû au mode d'é
hantillonnage est ex
lu-sivement 
on
entré sur la 
onstante du modèle. Si de plus on 
onnait les taux de sondage, alorson peut 
orriger 
e biais. Il s'agit là d'une propiété spé
i�que au modèle logistique.Ce s
héma d'é
hantillonnage est souvent utilisé lorsque les probabilités πi = P(Y = i) (probabilitéd'appartenan
e au groupe i) sont très di�érentes les unes des autres. Dans de tels 
as, le s
héma
lassique 
onduit à travailler ave
 des e�e
tifs trop petits dans 
ertains groupes, alors que les
héma rétrospe
tif permet de travailler ave
 des e�e
tifs 
omparables. Par exemple, en diagnosti
médi
al, on a souvent des problèmes de dis
rimination entre deux groupes où l'un des groupes (1par exemple) est asso
ié à une maladie et l'autre est 
ara
téristique de l'absen
e de 
ette maladie.Dans de telles situations, on a bien sûr π1 beau
oup plus petit que π0. L'usage 
onsiste alors àétudier deux é
hantillons de taille à peu près équivalente (n1 ∼ n0), le premier étant 
elui desmalades, le se
ond 
elui des individus sains.Modèle logistique Laurent Rouvière



30 Analyse dis
riminante logistiqueExemple 2.9Reprenons l'exemple 2.8. Des études préalables ont montré que les probabilités P(Y = 1) = π1et P(Y = 0) = π0 pouvaient être estimées par 0.005 et 0.995. L'é
hantillonnage a été e�e
tué demanière à travailler ave
 des é
hantillons équilibrés, nous pouvons don
 estimer les probabilités
P(Y = 1|S = 1) et P(Y = 0|S = 1) par 1/2. Ainsi en remarquant que

τ1
τ0

=
P(Y = 1|S = 1)

P(Y = 0|S = 1)

P(Y = 0)

P(Y = 1)on peut estimer τ1
τ0

par 0.995/0.005 ≈ −5.293. On a don
logit pβ̂(x) = (1.466− 5.293)− 2.7731non fumeur(x).D'où pβ̂(fumeur) = 0.0213.2.8 Un exemple ave
 RLe traitement du 
an
er de la prostate 
hange si le 
an
er a atteint ou non les nøeuds lymphatiquesentourant la prostate. Pour éviter une investigation lourde (ouverture de la 
avité abdominale) un
ertain nombre de variables sont 
onsidérées 
omme expli
atives de la variable Y binaire : Y = 0le 
an
er n'a pas atteint le réseau lymphatique, Y = 1 le 
an
er a atteint le réseau lymphatique.Le but est d'expliquer Y par les variables suivantes :� âge du patient au moment du diagnosti
 : age ;� le niveau d'a
ide phosphatase sérique : a
ide ;� Le résultat d'une analyse par rayon X, 0= négatif, 1=positif : rayonx ;� La taille de la tumeur, 0=petite, 1=grande : taille ;� L'état pathologique de la tumeur déterminé par biopsie (0=moyen, 1=grave) : grade ;� Le logarithme népérien du niveau d'a
idité : log.a
id.age a
ide rayonx taille grade log.a
id.1 66 0.48 0 0 0 -0.733969182 68 0.56 0 0 0 -0.579818503 66 0.50 0 0 0 -0.693147184 56 0.52 0 0 0 -0.653926475 58 0.50 0 0 0 -0.693147186 60 0.49 0 0 0 -0.713349897 65 0.46 1 0 0 -0.776528798 60 0.62 1 0 0 -0.478035809 50 0.56 0 0 1 -0.5798185010 49 0.55 1 0 0 -0.59783700Table 2.4 � Représentation des dix premiers individus.2.8.1 Modèles �simples�Nous sommes en présen
e de 6 variables expli
atives X1, . . . ,X6 ave
 :� X1, X2 et X6 quantitatives ;� X3, X4 et X5 qualitatives (2 niveaux pour 
ha
une).Laurent Rouvière Modèle logistique



2.8 Un exemple ave
 R 31Premier modèleConsidérons tout d'abord les trois variables expli
atives qualitatives X = (X3,X4,X5) :logit pβ(x) = β0 + β31{x3=1} + β41{x4=1} + β51{x5=1}.Ce modèle possède 4 paramètres. Les sorties du logi
iel R sont :> model_quali<-glm(Y~rayonx+taille+grade,data=donnees,family=binomial)> model_qualiCall: glm(formula = Y ~ rayonx + taille + grade, family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) rayonx1 taille1 grade1-2.1455 2.0731 1.4097 0.5499Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 49 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 52.78 AIC: 60.78Si par exemple (x3,x4,x5) = (1, 0, 1), on aura alors :logit pβ̂(x) = β̂0 + β̂3 + β̂5 = −2.1455 + 2.0731 + 0.5499 = 0.4785et
pβ̂(x) =

exp(0.4785)

1 + exp(0.4785)
= 0.6174.Ainsi, dans un 
ontexte de prévision, nous serons tentés d'assigner le label 1 à la nouvelle obser-vation x.Deuxième modèleConsidérons maintenant le modèle uniquement 
omposé de variables quantitatives,logit pβ(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β6x6.> model_quanti<-glm(Y~age+a
ide+log.a
id.,data=donnees,family=binomial)> model_quantiCall: glm(formula = Y ~ age + a
ide + log.a
id., family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) age a
ide log.a
id.12.34700 -0.02805 -9.96499 10.54332Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 49 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 59.95 AIC: 67.95Troisième modèleLe modèle �
omplet� à 6 variables s'é
ritlogit pβ(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β31{x3=1} + β41{x4=1} + β51{x5=1} + β6x6.Modèle logistique Laurent Rouvière



32 Analyse dis
riminante logistique> model_
omplet<-glm(Y~.,data=donnees,family=binomial)> model_
ompletCall: glm(formula = Y ~ ., family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) age a
ide rayonx1 taille1 grade110.08672 -0.04289 -8.48006 2.06673 1.38415 0.85376log.a
id.9.60912Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 46 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 44.77 AIC: 58.772.8.2 En
ore d'autres modèles...Comme dans le 
as du modèle �linéaire� on peut également 
onsidérer des intera
tions entre lesvariables expli
atives. On dit qu'il y a intera
tion entre deux variables F1 et F2 sur une variable
Y si l'e�et de l'une des variables di�ère selon la modalité de l'autre. Remarquons que 
ette notionn'a rien à voir ave
 
elle de 
orrélation qui ne 
on
erne que deux variables alors que l'intera
tionmet en jeu une troisième variable Y .Exemple 2.10 (Constru
tion d'intera
tion)On s'intéresse à l'e�et de deux traitements X1 et X2 sur le rhume. Le traitement X1 
onsiste àprendre à intervalle de temps réguliers deux verres de 
ogna
 et X2 représente un traitement auxantibiotiques (il n'est pas di�
ile de 
omprendre l'intérêt d'envisager une intera
tion). La variableréponse Y 
orrespond à l'état du patient (1 si malade, 0 si bonne santé). N'ayant pas en
ore trouvésu�samment de volontaires pour réaliser l'étude, on simule un é
hantillon suivant le modèle1. deux fa
teurs X1 et X2 à deux niveaux équiprobables ;2. la loi de Y 
onditionnellement à X1 et X2 est donnée dans le tableau 2.5.

X2

X1 0 10 B(0.95) B(0.05)1 B(0.05) B(0.95)Table 2.5 � Lois 
onditionnelles de Y (B désigne la loi de Bernoulli).On estime les pour
entages de mal 
lassés sur un é
hantillon indépendant (voir se
tion 3.1.4) eton reporte dans le tableau suivant les pour
entages de mal 
lassés pour les modèles sans et ave
intera
tion. Nous voyons l'intérêt d'in
lure une intera
tion pour 
et exemple.Sans 0.54Ave
 0.065Table 2.6 � Pour
entages de mal 
lassés.Pour l'exemple du 
an
er de la prostate, le modèle ave
 toutes les intera
tions d'ordre 2 s'é
rit :> model_inter<-glm(Y~.^2,data=donnees,family=binomial)Warning message:des probabilités ont été ajustées numériquement à 0 ou 1 in: glm.fit(x = X, y = Y,Laurent Rouvière Modèle logistique



2.8 Un exemple ave
 R 33weights = weights, start = start, etastart = etastart,> model_interCall: glm(formula = Y ~ .^2, family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) age a
ide rayonx12.843e+17 -4.229e+15 -3.117e+17 -5.453e+16taille1 grade1 log.a
id. age:a
ide2.516e+16 -5.778e+15 2.026e+17 4.665e+15age:rayonx1 age:taille1 age:grade1 age:log.a
id.2.077e+13 -5.245e+13 -1.670e+14 -2.869e+15a
ide:rayonx1 a
ide:taille1 a
ide:grade1 a
ide:log.a
id.5.572e+16 -2.420e+16 2.336e+16 -5.687e+15rayonx1:taille1 rayonx1:grade1 rayonx1:log.a
id. taille1:grade11.129e+15 -1.176e+15 -4.004e+16 -5.496e+15taille1:log.a
id. grade1:log.a
id.8.625e+15 -1.228e+16Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 31 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 504.6 AIC: 548.6On peut véri�er que 
e modèle né
essite l'estimation de 22 paramètres (1+6+
(

6
2

)). Bien entendu,d'autres sous-modèles ave
 intera
tions peuvent être utilisés. De plus, nous pouvons nous demandersi toutes les variables sont bien expli
atives ? Dés lors, des méthodes séle
tion et validation demodèles doivent être envisagées.

Modèle logistique Laurent Rouvière





Chapitre 3Séle
tion et validation de modèlesCe 
hapitre se divise en deux parties :1. Séle
tion : Etant donnés M modèles M1, . . .MM , 
omment 
hoisir le �meilleur� à partirde l'é
hantillon dont on dispose.2. Validation : Est-
e que le modèle séle
tionné est �bon� ? En statistique 
ette question peutêtre abordée de di�érentes façons :
• Est-
e que la qualité d'ajustement globale est satisfaisante : le modèle dé
rit-il bien lesvaleurs observées ?� Ce type de question fait l'objet des tests d'ajustement ou d'adéquation (goodness of �t).� L'ajustement peut être aussi regardé observation par observation (individus aberrants)par des méthodes graphiques (analyse des résidus) ou analytiques.
• Est-
e que les hypothèses sont véri�ées ? Les méthodes sont essentiellement graphiques(analyse des résidus).
• L'in�uen
e des observations sur l'estimation des paramètres peut être aussi envisagée (dis-tan
e de Cook, robustesse).Dans 
e 
hapitre nous allons traiter 
es questions à travers l'exemple du modèle logistique. Nousnoterons Mβ le modèle logistique dé�ni par le ve
teur de paramètre β. L'ensemble des méthodesprésentées peut s'étendre à d'autres problématiques de séle
tion-validation de modèles.3.1 Séle
tion ou 
hoix de modèleSi on se restreint à des modèles logistiques, séle
tionner un modèle revient à 
hoisir les variables(intera
tions in
lues) qui vont 
onstituer le modèle.3.1.1 Un outil spé
i�que : la dévian
eIl est di�
ile de se faire une idée sur l'ajustement en se basant sur la valeur vraisemblan
epuisqu'elle dépend (entre autres) de la taille de l'é
hantillon. Pour la régression logistique, unoutil spé
i�que est introduit : la dévian
e. Elle 
ompare la vraisemblan
e obtenue à 
elle d'unmodèle de référen
e : le modèle 
omplet (ou modèle saturé). Ce modèle ne pla
e pas de 
ontraintesur la forme du paramètre p(x) de la loi de Y |X = x (
ette loi est une Bernoulli de paramètre

p(x)).Modèle logistique Laurent Rouvière



36 Séle
tion et validation de modèlesModèle saturé en présen
e de données individuellesEn présen
e de données individuelles (x1, y1), . . . , (xn, yn), il est fa
ile de voir que, sous le modèlesaturéMsat = {{0, 1}n, {B(p(x1))⊗ . . .⊗B(psat(xn)), psat(xi) ∈ R}}, l'estimateur du maximum devraisemblan
e p̂sat(xi) de psat(xi) est donné par p̂sat(xi) = yi la log-vraisemblan
e maximisée Lsatvaut ainsi 0. Ce modèle 
ontient autant de paramètres que de données et re
onstitue �parfaitement�l'é
hantillon.Modèle saturé en présen
e de données répétéesEn présen
e de données répétées de design {(x1, n1), . . . , (xT , nT )} il est fa
ile de voir que lesestimateurs du maximum de vraisemblan
e du modèle saturé sont donnés par p̂sat(xt) = ȳt =
yt/nt, t = 1, . . . , T . Dans 
e 
as, la log-vraisemblan
e maximisée est donnée par :

Lsat =

T
∏

t=1

(

nt

yt

)

p̂sat(x(t))
yt(1− p̂sat(xt))

nt−yt

=

T
∑

t=1

log

(

nt

yt

)

+

T
∑

t=1

yt log p̂sat(xt) + (nt − yt) log(1− p̂sat(xt)).Que 
e soit en présen
e de données individuelles ou répétées, le modèle saturé possède autantde paramètres que de points du design. Ce modèle est le modèle le plus 
omplexe (en terme denombre de paramètres) puisqu'il propose un 
oe�
ient di�érent pour 
haque point du design. Tousles autres modèles sont emboîtés dans 
elui-
i.Dé�nition 3.1La dévian
e d'un modèle Mβ est dé�nie par
DMβ

= 2(Lsat −Ln(β̂)).En présen
e de données individuelles on a DMβ
= −2Ln(β̂) et en présen
e de données répétées, ladévian
e s'é
rit

DMβ
= 2

T
∑

t=1

nt

[

ȳt log
ȳt

pβ̂(xt)
+ (1− ȳt) log

1− ȳt
1− pβ̂(xt)

)

]

= 2

T
∑

t=1

[

yt log
ȳt

pβ̂(xt)
+ (nt − yt) log

nt − yt
nt − pβ̂(xt)

]

,où ȳt = yt/nt. La dévian
e est égale à 2 fois une di�éren
e de log-vraisemblan
e. Elle 
onstitue uné
art en terme de log-vraisemblan
e entre le modèle saturé d'ajustement maximum et le modèle
onsidéré.
-

Ajustementparfait0 Dévian
ebon moyen mauvais Qualité d'ajustement
Laurent Rouvière Modèle logistique



3.1 Séle
tion ou 
hoix de modèle 37Exemple 3.1 (
al
ul de dévian
e)Considérons l'exemple du 
an
er de la prostate et 
al
ulons d'abord la dévian
e pour le modèleY~age+a
ide. Nous somme i
i en présen
e de données individuelles, on obtient la dévian
e via les
ommandes :> mod1 <- glm(Y~age+a
ide,data=donnees,family=binomial) #
onstru
tion du modele> #
al
ul de la vraisemblan
e> prev <- mod1$fitted.values #on obtient les pi> vrais <- rep(0,nrow(donnees))> vrais[donnees$Y==1℄ <- prev[donnees$Y==1℄> vrais[donnees$Y==0℄ <- 1-prev[donnees$Y==0℄> vrais <- prod(vrais) #vrais est la vraisemblan
e du modele> dev <- -2*log(vrais) #pour 
e modele, il n'y a pas de repetitions aux points dudesign, don
 Lsat=0> dev[1℄ 65.72393Bien entendu, le logi
iel peut retourner dire
tement la valeur de la dévian
e> mod1$devian
e[1℄ 65.72393Si maintenant on 
onsidère le modèle Y~age+taille, nous somme en présen
e de données répétées.Les données se trouvent dans le �
hier �donnees_bin_age_taille.txt� dont voi
i les premièreslignes :"age" "taille" "Y1" "Y0"49 "0" 0 150 "0" 1 051 "0" 0 252 "0" 0 156 "0" 1 358 "0" 0 2Les deux premières 
olonnes représentent les valeurs des variables expli
atives. On retrouve ensuite(
olonne Y1) le nombre de réponses Y=1 et (
olonne Y0) le nombre de réponses Y=0. Le modèle est
onstruit via la 
ommande :> donnees1 <- read.table("donnees_bin_age_taille.txt",header=T)> model1<-glm(
bind(Y1,Y0)~age+taille,data=donnees1,family=binomial)La dévian
e se 
al
ule 
omme suit> prev <- model1$fitted #
al
ul des pi> ni <- apply(donnees1[,3:4℄,1,sum)> ti <- donnees1$Y1> ybi <- donnees1$Y1/ni> #
al
ul des termes 
ombinatoires (fa
ultatif)> ve
t_
omb <- rep(0,nrow(donnees1))> for (i in 1:nrow(donnees1)){+ ve
t_
omb[i℄<- log(prod(1:ni[i℄)/(max(
(prod(1:ti[i℄),1))*max(
(prod(1:(ni[i℄-ti[i℄)),1))))}> ve
t <- ni*(ybi*log(prev)+(1-ybi)*log(1-prev))> vrais_model1 <- sum(ve
t_
omb+ve
t) #log_vraisemblan
e du modele> #modele sature> ve
t_sat <- ni*(ybi*log(ybi)+(1-ybi)*log(1-ybi))Modèle logistique Laurent Rouvière



38 Séle
tion et validation de modèles> ve
t_sat[is.na(ve
t_sat)℄ <- 0> vrais_modelsat <- sum(ve
t_
omb+ve
t_sat)> #on deduit la devian
e> 2*(vrais_modelsat-vrais_model1)[1℄ 37.15260On retrouve 
ette valeur dire
tement> model1$devian
e[1℄ 37.152603.1.2 Test de dévian
e entre 2 modèles emboîtésRappelons que par dé�nition un modèle est emboîté dans un autre plus général (ou plus grand)lorsqu'il est un 
as parti
ulier de 
e modèle plus général.Exemple 3.2Les modèles logistiques dé�nis parlogit pβ(x) = β0 + β1x1 + β2x2et logit pγ(x) = γ0 + γ1x1 + γ2x2 + γ3x3sont emboîtés l'un dans l'autre.Il est fa
ile de voir que faire un test entre modèles emboités est équivalent à tester la nullité de
ertains 
oe�
ients du grand modèle. On peut ainsi utiliser les tests de Wald, du maximum devraisemblan
e ou du s
ore pour tester deux modèles emboités. Si par exemple, M1 ⊂ M2, alorson a
−2(Ln(M̂1)− Ln(M̂2))

L→ χ2
p2−p1où pj désigne la dimension du modèle Mj .RemarqueLa statistique de test peut s'é
rire DM1

−DM2
, 
'est pourquoi 
e test est également appelé test dedévian
e.3.1.3 Critère de 
hoix de modèlesLe test que nous venons d'étudier permet de séle
tionner un modèle parmi deux modèles emboîtés.Or, à partir de p variables expli
atives, il est possible de dé�nir un grand nombre de modèleslogistiques qui ne sont pas for
ément emboîtés. L'utilisation d'un simple test de dévian
e se révèlealors insu�sante. On a re
ours à des 
ritères de 
hoix de modèles qui permettent de 
omparer desmodèles qui ne sont pas for
ément emboîtés les uns dans les autres.Les 
ritères AIC et BIC sont les plus utilisés. Ces 
ritères sont basés sur la philosophie suivante :plus la vraisemblan
e est grande, plus grande est don
 la log-vraisemblan
e et meilleur est le modèle(en terme d'ajustement). Cependant la vraisemblan
e augmente ave
 la 
omplexité du modèle, et
hoisir le modèle qui maximise la vraisemblan
e revient à 
hoisir le modèle saturé. Ce modèle est
lairement sur-paramétré, il �sur-ajuste� les données (over�tting).Laurent Rouvière Modèle logistique



3.1 Séle
tion ou 
hoix de modèle 39Exemple 3.3On 
onsidère un é
hantillon de taille n = 100 simulé suivant le modèle :
Xi ∼ N (0, 1), Ui ∼ U [0, 1], et Yi =

{

1Ui≤0.25 si Xi ≤ 0
1Ui≥0.25 si Xi ≥ 0.Les données sont représentées sur la �gure 3.1 : environ 3/4 des labels valent 0 pour les valeurs de

Xi négatives et 1 pour les valeurs positives. Le modèle saturé ajuste parfaitement les observations.Nous voyons 
ependant qu'il est di�
ile, pour ne pas dire impossible à utiliser dans un 
ontextede prévision. De plus le modèle saturé possède i
i n = 100 paramètres tandis que le modèlelogistique n'en possède que 2. Ce
i est nettement plus avantageux pour expliquer Y d'un point devue des
riptif.Pour 
hoisir des modèles plus par
imonieux, une stratégie 
onsiste à pénaliser la vraisemblan
epar une fon
tion du nombre de paramètres.� Par dé�nition l'AIC (Akaike Informative Criterion) pour un modèleM de dimension p est dé�nipar
AIC(M) = −2Ln(M̂) + 2p.� Le 
ritère de 
hoix de modèle le BIC (Bayesian Informative Criterion) pour un modèle M dedimension p paramètres est dé�ni par

BIC(M) = −2Ln(M̂) + p log(n).On 
hoisira le modèle qui possède le plus petit AIC ou BIC. L'utilisation de 
es 
ritères est simple.Pour 
haque modèle 
on
urrent le 
ritère de 
hoix de modèles est 
al
ulé et le modèle qui présentele plus faible est séle
tionné.Remarque� Remarquons que 
ertains logi
iels utilisent −AIC et −BIC il est don
 prudent de bien véri�erdans quel sens doivent être optimisés 
es 
ritères (maximisation ou minimisation). Ce
i peutêtre fait aisément en 
omparant un modèle très mauvais (
omposé uniquement de la 
onstantepar exemple) à un bon modèle et de véri�er dans quel sens varie les 
ritères de 
hoix.� Les pénalités ne sont pas 
hoisies au hasard... Le 
ritère BIC est issue de la théorie Bayésienne.En deux mots, les modèles 
andidats sont vus 
omme des variables aléatoires sur lesquels onmet une loi de probabilité a priori. Dans 
e 
ontexte, 
hoisir la modèle qui possède le plus petitBIC revient à 
hoisir le modèle qui maximise la probabilité a posteriori.3.1.4 Apprentissage/validationCe 
ritère mesure la performan
e d'un modèle en terme de prévision. Il 
onvient don
 de dé�nir aupréalable une règle de prévision pour un modèle logistique. Un modèle Mβ fournit une estimation
p̂β(x) = pβ̂(x), il est naturel de dé�nir de dé�nir une règle de prévision ĝβ à partir de 
etteestimation :

ĝβ(x) =

{

1 si p̂β(x) ≥ s
0 sinon,où s ∈ [0, 1] est un seuil �xé par l'utilisateur. Il existe plusieurs façons de 
hoisir 
e seuil, leslogi
iels statistiques prennent généralement par défaut la valeur 0.5.Modèle logistique Laurent Rouvière
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Figure 3.1 � Gau
he : Représentation des observations (gau
he). Droite : Représentation des modèlessaturés (pointillés) et logistique (trait plein).Dé�nition 3.2Etant donné ĝ : Rp+1 → {0, 1} une règle de prévision 
onstruite à partir d'un é
hantillon Dn =
(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn), on dé�nit la probabilité d'erreur de ĝ par

L(ĝ) = P(ĝ(X) 6= Y |Dn).Etant donné K règles ĝk, k = 1, . . . , K, l'appro
he 
onsiste à1. estimer les probabilités d'erreur de toutes les règles 
andidates à l'aide de l'é
hantillon ;2. 
hoisir la règle qui possède la plus petite estimation.Toute la di�
ulté est de trouver un �bon� estimateur de L(ĝ). Une première idée serait d'utiliser
L̂(ĝ) =

1

n

n
∑

i=1

1{ĝ(Xi)6=Yi}.Comme le modèle saturé ajuste de manière �parfaite� les données, on a L̂(ĝsat) = 0. Cette pro
édure
onduirait à séle
tionner de manière quasi-systématique le modèle saturé. La faiblesse de 
etteappro
he tient du fait que le même é
hantillon (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) est utilisé pour :� 
onstruire le modèle (ou la règle) ;� estimer la probabilité d'erreur.Ce
i introduit un biais dans l'estimation de la probabilité d'erreur. La pro
édure apprentissage-validation s'a�ran
hit de 
e problème en séparant de manière aléatoire les données (X1, Y1), . . . ,
(Xn, Yn) en deux parties distin
tes :� Dℓ = {(Xi, Yi), i ∈ Iℓ} un é
hantillon d'apprentissage de taille ℓ ;� Dm = {(Xi, Yi), i ∈ Im} un é
hantillon de validation de taille m tel que ℓ+m = n,où Iℓ∪Im = {1, . . . , n} et Iℓ∩Im = ∅. L'é
hantillon d'apprentissage est utilisé pour 
onstruire lesmodèles 
on
urrents (pour estimer les paramètres des di�érents modèles logistiques envisagés) àpartir desquels on dé�nit les règles de prévision 
andidates. L'é
hantillon de validation est ensuiteutilisé pour estimer les probabilités d'erreur de 
haque règle (voir �gure 3.2).Plus pré
isément, une fois les paramètres des modèles 
andidats estimés sur l'é
hantillon d'appren-tissage, on 
onstruit les règles de prévision ĝk, k = 1, . . . , K asso
iées à 
es modèles. La probabilitéLaurent Rouvière Modèle logistique



3.1 Séle
tion ou 
hoix de modèle 41d'erreur d'une règle ĝk
L(ĝk) = P(ĝk(X) 6= Y |Dℓ)est ensuite estimée à l'aide de l'é
hantillon de validation :
L̂(ĝk) =

1

m

∑

i∈Im

1{ĝk(Xi)6=Yi}.On 
hoisira la règle qui minimise L̂(ĝk). Il est fa
ile de voir que L̂(ĝk) est un estimateur sans biaisde L(ĝk) puisque, 
onditionnellement à Dℓ, mL̂(ĝk) suit une loi Binomiale Bin(m,L(ĝk)).
Validation

X

Y

Y
Séparation

Valeurs observées

Toutes les variables

Données de départ

Apprentissage

Uniquement les X

Y

Estimations des modèles

concurrents

Valeurs prédites (pour tous les modèles concurrents)Figure 3.2 � Pro
édure d'apprentissage/validation.Le tableau 3.1 
ompare les probabilités d'erreur estimées sur les données de l'exemple de la �gure3.1. La pro
édure qui utilise un seul é
hantillon pour estimer 
es probabilités va séle
tionnerle modèle saturé, 
e n'est pas le 
as de la pro
édure Apprentissage-Validation qui fournit desestimations des taux d'erreurs plus pré
ises et qui séle
tionnera le modèle logistique.Saturé LogistiqueSans AV 0 0.146Ave
 AV 0.244 0.160Table 3.1 � Pour
entages de mal 
lassés des modèles saturés et logistique de l'exemple de la Figure3.1 ave
 et sans la pro
édure apprentissage-validation (les deux é
hantillons sont de même taille).Cette pro
édure semble la plus indiquée pour 
hoisir un modèle. Il faut néanmoins la nuan
er 
arelle requiert beau
oup de données� dans l'é
hantillon d'apprentissage pour estimer 
ovenablement les paramètres du modèle et ainsine pas trop pénaliser les modèles ave
 beau
oup de variables dont les 
oe�
ients seront moinsbien estimés ;� dans l'é
hantillon de validation pour bien évaluer la probabilité d'erreur des règles.De plus il n'existe pas de règle pour 
hoisir les tailles des deux é
hantillons.Modèle logistique Laurent Rouvière



42 Séle
tion et validation de modèles3.1.5 Validation 
roiséeLorsque l'on n'a pas assez de données pour l'apprentissage/validation, on peut avoir re
ours à unepro
édure de validation 
roisée. Le prin
ipe est de �moyenner� le pour
entage de mal 
lassés àl'aide de plusieurs dé
oupages de l'é
hantillon. Plus pré
isément, on divise l'é
hantillon initial en
K sous é
hantillons Ek de même taille et on e�e
tue K pro
édures apprentissage-validation pourlesquelles :� l'é
hantillon test sera 
onstitué d'une division Ek ;� l'é
hantillon d'apprentissage sera 
onstitué de l'ensemble des autres divisions E−Ek (voir �gure3.3).
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Figure 3.3 � Dé
oupage de l'é
hantillon pour la validation 
roisée. L'é
hantillon d'apprentissage
orrespond à la partie ha
hurée.On obtient ainsi une prévision pour 
haque individu de la division Ek et une fois les K pro
éduresapprentissage-validation e�e
tuées, on a une prévision pour tous les individus de l'é
hantillon.Il su�t alors de 
omparer 
es prévisions aux valeurs observées pour obtenir une estimation dela probabilité d'erreur de la règle. Le modèle retenu sera le modèle qui 
onduit à l'estimationminimale.Bien entendu le 
hoix du nombre K parties n'est pas anodin.� Plus K est faible, plus la 
apa
ité de prévision sera évaluée dans de nombreux 
as puisque lenombre d'observations dans la validation sera élevé, mais moins l'estimation sera pré
ise puisquemoins de données seront utilisées pour estimer les paramètres du modèle ;� Au 
ontraire, un K élevé 
onduit à peu d'observations dans la validation et don
 à une plusgrande varian
e dans l'estimation de la probabilité d'erreur.RemarqueSous R, la librairie boot permet d'estimer le pour
entage de mal 
lassées par validation 
roisée.Si, par exemple, on 
onsidère le modèle 
omposé des 6 variables expli
atives sur les données du
an
er de la prostate, on obtient :> modele <- glm(Y~.,data=donnees,family=binomial)> library(boot)> 
out <- fun
tion(Y_obs,prevision_prob){Laurent Rouvière Modèle logistique



3.1 Séle
tion ou 
hoix de modèle 43+ return(mean(abs(Y_obs-prevision_prob)>0.5))}> 
v.glm(donnees,modele,
out)$delta[1℄10.33962263.1.6 Séle
tion automatiqueLes pro
édures que nous venons d'étudier permettent de séle
tionner un modèle à partir d'unefamille de modèles donnée. Une autre appro
he de la séle
tion de modèle 
onsiste à 
her
herparmi les variables X1, . . . ,Xp, 
elles qui �expliquent le mieux� Y . Par exemple, pour la régressionlogistique, nous pourrions nous poser le problème de 
her
her le meilleur sous-ensemble des pvariables expli
atives pour un 
ritère C donné (AIC, BIC...). Le nombre de sous ensembles de
p variables étant 2p, nous serions en présen
e de 2p modèles logistiques possibles, 
'est-à-dire 2pmodèles di�érents. Bien entendu, nous séle
tionnerions le modèle qui optimiserait le 
ritère C.Cependant, dans de nombreuses situations, p est grand et par 
onséquent le nombre de modèles
onsidérés est �très grand�. Les algorithmes d'optimisation du 
ritère C deviennent très 
oûteuxen temps de 
al
ul. On préfère alors souvent utiliser des méthodes de re
her
he pas à pas.Re
her
he pas à pas, méthode as
endante (forward sele
tion)A 
haque pas, une variable est ajoutée au modèle.� Si la méthode as
endante utilise un test de dévian
e, nous rajoutons la variableXj dont la valeur
p (probabilité 
ritique) asso
iée à la statistique de test de dévian
e qui 
ompare les 2 modèlesest minimale. Nous nous arrêtons lorsque toutes les variables sont intégrées ou lorsque la valeur
p est plus grande qu'une valeur seuil.� Si la méthode as
endante utilise un 
ritère de 
hoix, nous ajoutons la variableXj dont l'ajout aumodèle 
onduit à l'optimisation la plus grande du 
ritère de 
hoix. Nous nous arrêtons lorsquetoutes les variables sont intégrées ou lorsque qu'au
une variable ne permet l'optimisation du
ritère de 
hoix (voir aussi Figure 3.4).Re
her
he pas à pas, méthode des
endante (ba
kward sele
tion)A la première étape toutes les variables sont intégrées au modèle.� Si la méthode des
endante utilise un test de dévian
e, nous éliminons ensuite la variableXj dontla valeur p asso
iée à la statistique de test de dévian
e est la plus grande. Nous nous arrêtonslorsque toutes les variables sont retirées du modèle ou lorsque la valeur p est plus petite qu'unevaleur seuil.� Si la méthode des
endante utilise un 
ritère de 
hoix, nous retirons la variable Xj dont le retraitdu modèle 
onduit à l'augmentation la plus grande du 
ritère de 
hoix. Nous nous arrêtonslorsque toutes les variables sont retirées ou lorsque qu'au
une variable ne permet l'augmentationdu 
ritère de 
hoix.Re
her
he pas à pas, méthode progressive (stepwise sele
tion)Idem que l'as
endante, sauf que l'on peut éliminer des variables déjà introduites. En e�et, il peutarriver que des variables introduites au début de l'algorithme ne soient plus signi�
atives aprèsintrodu
tion de nouvelles variables. Remarquons qu'en général la variable �
onstante� est toujoursprésente dans le modèle.Modèle logistique Laurent Rouvière
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Modèle courant M0 retenu

Modèle de départ
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Comparaison AIC modele M0 et modele M1

Choix parmi tous les modèles (+ petit AIC)

AIC M0 moins bon Ajout d’un coefficient

AIC M0 meilleur

M1 devient M0

Figure 3.4 � Te
hnique as
endante utilisant l'AIC.Exemple 3.4Reprenons l'exemple des données du 
an
er de la prostate. Nous allons séle
tionner des modèlespar les di�érentes appro
hes pas à pas.1. Méthode as
endante : le modèle initial est 
onstitué uniquement de la variable age.> model_age<-glm(Y~age,data=donnees,family=binomial)> model_as
<-step(model_age,dire
tion="forward",s
ope=list(upper=formula("Y~(age+a
ide+rayonx+taille+grade+log.a
id.)")))> model_as
Call: glm(formula = Y ~ age + rayonx + taille + log.a
id., family = binomial,data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) age rayonx1 taille1 log.a
id.2.65636 -0.06523 2.08995 1.75652 2.34941Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 48 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 47.68 AIC: 57.682. Méthode des
endante : le modèle initial est i
i 
onstitué de toutes les variables (sansintera
tions).> model
omplet<-glm(Y~.,data=donnees,family=binomial)> model_des<-step(model
omplet,dire
tion="ba
kward")> model_desCall: glm(formula = Y ~ a
ide + rayonx + taille + log.a
id., family = binomial,data = donnees)Coeffi
ients:Laurent Rouvière Modèle logistique



3.1 Séle
tion ou 
hoix de modèle 45(Inter
ept) a
ide rayonx1 taille1 log.a
id.9.067 -9.862 2.093 1.591 10.410Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 48 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 46.43 AIC: 56.433. Méthode progressive : le modèle initial est i
i 
onstitué de toutes les variables (sansintera
tions).> model_pro<-step(model
omplet,dire
tion="both")> model_proCall: glm(formula = Y ~ a
ide + rayonx + taille + log.a
id., family = binomial,data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) a
ide rayonx1 taille1 log.a
id.9.067 -9.862 2.093 1.591 10.410Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 48 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 46.43 AIC: 56.43On peut également mettre des variables d'intera
tions parmi les variables 
andidates.> model_pro1<-step(model
omplet,dire
tion="both",s
ope=list(upper=formula("Y~(age+a
ide+rayonx+taille+grade+log.a
id.)^2"),lower=formula("Y~1")))> model_pro1Call: glm(formula = Y ~ a
ide + rayonx + taille + grade + log.a
id. + taille:grade +taille:log.a
id. + a
ide:grade, family = binomial,data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) a
ide rayonx1 taille149.385 -49.186 3.135 -2.635grade1 log.a
id. taille1:grade1 taille1:log.a
id.1.227 53.329 -14.264 -21.719a
ide:grade117.629Degrees of Freedom: 52 Total (i.e. Null); 44 ResidualNull Devian
e: 70.25Residual Devian
e: 26.47 AIC: 44.47Nous voyons sur 
et exemple que suivant le 
hoix de la méthode pas à pas et du modèle initial, lesmodèles séle
tionnés di�èrent. La séle
tion d'un seul modèle peut s'e�e
tuer en deux temps :1. On séle
tionne un nombre faible (entre 5 et 10 par exemple) de modèles 
andidats via desalgorithmes pas à pas ;2. On 
hoisit le modèle qui minimise un 
ritère de 
hoix (AIC, BIC, ou minimisation de laprobabilité d'erreur).Une fois le modèle 
hoisi, il est né
essaire de mener une étude plus approfondie de 
e dernier quipermettra de le �valider� ou de l'a�ner (suppression de points aberrants, analyse des résidus...).Modèle logistique Laurent Rouvière



46 Séle
tion et validation de modèles3.2 Validation du modèle3.2.1 Test d'adéquation de la dévian
eCe test permet de mesurer l'ajustement d'un modèle. L'idée est simple. Nous avons vu que lemodèle saturé était le meilleur modèle en terme de qualité d'ajustement. Pour mesurer l'ajustementd'un modèle Mβ , nous allons le 
omparer au modèle saturé en e�e
tuant un test de rapport devraisemblan
e (appelé dévian
e i
i). Ce test n'est valable qu'en présen
e de données répétées.Généralement, on é
rit les hypothèses d'un test entre modèle emboités en terme de nullité de
ertains 
oe�
ients (
eux du grand modèle qui ne sont pas dans le petit). Il est di�
ile de présenterdans un 
adre général une telle é
riture puisque l'on a pas d'e
riture générale de modèle saturé.C'est pourquoi, on 
ommettra l'abus d'é
rire les hypothèses sous 
ette forme� H0 : le modèle 
onsidéré à Mβ de dimension p est adéquat ;� H1 : le modèle saturé adéquat.Cependant, dans la plupart des 
as, on pourra é
rire les hypothèses de 
e test en terme de nullitéde 
ertains 
oe�
ients du modèle saturéExemple 3.5Considérons l'exemple où on dispose de deux variables expli
atives X1 et X2 à deux modalités 0et 1. On souhaite tester le modèle Mβlogit pβ(x) = β0 + β11x1=1 + β21x2=1
ontre le modèle saturé qui (sous réserve que tous les 
roisements entre X1 et X2 soient observés)va i
i s'é
rire logit psat(x) = γ0 + γ11x1=1 + γ21x2=1 + γ31x1=11x2=1.Sur 
et exemple, les hypothèses du test de devian
e vont s'é
rire H0 : γ3 = 0 
ontre H1 : γ3 6= 0.Le test de la dévian
e 
ompare le modèle saturé au modèle 
onsidéré au moyen de la dévian
e.Nous savons que� si la dévian
e est grande, alors le modèle 
onsidéré est loin du modèle saturé et que par 
on-séquent il n'ajuste pas bien les données ;� Par 
ontre si la dévian
e est pro
he de 0, le modèle 
onsidéré sera adéquat.Pour quanti�er 
ette notion de �pro
he de 0� et de �grande dévian
e�, la loi de la dévian
e sous
H0 (le modèle 
onsidéré est le vrai modèle) va nous être utile. En e�et si H0 est vraie, le modèle
onsidéré est vrai par dé�nition. La dévian
e sera répartie sur R+ mais ave
 plus de 
han
e d'êtrepro
he de 0. Par 
ontre si H0 n'est pas vraie la dévian
e sera répartie sur R+ mais ave
 plus de
han
e d'être éloignée de 0. Il nous faut don
 
onnaître la loi de la dévian
e sous H0.En présen
e de données répétées, si le nombre de répétitions nt de 
haque point du design tendvers ∞, alors sous H0 la dévian
e DMβ

= 2(Lsat −Ln(β̂)) 
onverge en loi vers un χ2
T−p où p est ladimension de Mβ. Ainsi, on niveau α, on rejettera H0 si la valeur observée de DMβ
est supérieureau quantile d'ordre 1− α de la loi χ2

T−p (voir Figure 3.5).Laurent Rouvière Modèle logistique
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Figure 3.5 � Test de dévian
e, la droite horizontale représente le seuil de rejet Dc = q1−α(T − p).RemarqueLa validité de la loi et don
 du test n'est qu'asymptotique, il est né
essaire d'avoir un peu dere
ul quant aux 
on
lusions. Ce test ne peut être utilisé qu'en présen
e de données répétées. Ene�et, l'approximation de la loi de la dévian
e par une loi du χ2 est d'autant plus valable lorsquele nombre de répétitions aux points du design est grand. En présen
e de données individuelles(au
une répétition sur les points du design), DMβ

ne suit pas une loi du χ2 : le test d'adéquationd'Hosmer Lemeshow est alors 
onseillé.3.2.2 Test d'Hosmer LemeshowCe test permet de véri�er l'adéquation d'un modèle Mβ en présen
e de données individuelles.L'appro
he 
onsiste à se rappro
her du 
as de données répétées en 
réant 
es répétitions. Letest s'e�e
tue de la manière suivante (voir Hosmer & Lemeshow (2000), 
hapitre 5 pour plus depré
isions).1. Les probabilités p̂β(xi) sont ordonnées par ordre 
roissant (p̂β(xi) est la probabilité Pβ(Y =
1|X = xi) estimée par le modèle) ;2. Ces probabilités ordonnées sont ensuite séparées en K groupes de taille égale (on prendsouvent K = 10 si n est su�samment grand). On note� mk les e�e
tifs du groupe k ;� ok le nombre de su

ès (Y = 1) observé dans le groupe k ;� µk la moyenne des p̂β(xi) dans le groupe k.La statistique de test est alors

C2 =

K
∑

k=1

(ok −mkµk)
2

mkµk(1− µk)
.Le test se 
onduit de manière identique au test de dévian
e, la statistique C2 suivant approxima-tivement sous H0 un χ2 à K − 1 degrés de liberté.3.2.3 Analyse des résidusOn se donne Mβ un modèle logistique. Pour simpli�er les notations on é
rira pi = pβ(xi) et

p̂i = pβ̂(xi).Modèle logistique Laurent Rouvière



48 Séle
tion et validation de modèlesLes di�érents types de résidusA l'image de la régression plusieurs types de résidus sont proposés par les logi
iels. Le premier,le plus simple à 
al
uler est tout simplement Yi − p̂i. Ces résidus sont appelés résidus bruts. Ilspermettent de mesurer l'ajustement du modèle sur 
haque observation. Ces résidus n'ayant pas lamême varian
e, ils sont di�
iles à 
omparer. En e�et, on rappelle que Vβ(Y |X = xi) = pi(1− pi).Par 
onséquent, la varian
e de tels résidus risquent d'être élevées pour des valeurs de pi pro
hesde 1/2. Un moyen de pallier à 
ette di�
ulté est de 
onsidérer les résidus de Pearson
Xi =

Yi − p̂i
√

p̂i(1− p̂i)
. (3.1)Par dé�nition on standardise les résidus par la varian
e théorique de Yi.RemarqueEn présen
e de données répétées 
es résidus s'é
rivent

Xt =
Yt − ntp̂t

√

n̂tp̂t(1− p̂t)
.Pour nt grand, εt ∼ N (0, 1) si le modèle est valide et la statistique ∑T

t=1 X
2
t ∼ χ2

T−p où p est ladimension du modèle. Cette statistique est appelée Statistique de Pearson, d'où le nom de résidude Pearson. Cette statistique peut être utilisée pour 
onstruire un test d'adequation du modèle enquestion en présen
e de données répétées.Cependant, 
omme p̂i est aléatoire, il est évident que Vβ(Yi−pi) 6= Vβ(Yi− p̂i). En e�et, en notant






εi = Yi − pi

ε̂i = Yi − p̂ion a Hypothèses Réalité
E(εi) = 0 E(ε̂i) ≃ 0

V(εi) = pi(1− pi) V(ε̂i) ≃ pi(1− pi)(1− hii)où hii est l'élément de la ième ligne et de la ième 
olonne de la matri
e H = X(X′Wβ̂X)−1
X

′Wβ̂.Il est par 
onséquent intéressant de 
onsidérer la version standardisée des résidus de Pearson
Yi − p̂i

√

p̂i(1− p̂i)(1− hii)
.Ces résidus seront en e�et plus fa
ile à analyser (leur distribution étant �presque� 
entrée réduite).Les résidus de dévian
e sont dé�nis par

rdi = signe(Yi − p̂i)

√

2L1(Yi, β̂) = signe(Yi − p̂i)
√

2Yi log p̂i + (1− Yi) log(1− p̂i).Laurent Rouvière Modèle logistique



3.2 Validation du modèle 49Là en
ore pour tenir 
ompte de la variabilité 
es résidus sont standardisés :
rdi√
1− hii

.Ces deux types de résidus de dévian
e sont 
eux qui sont en général 
onseillés.Remarque1. En présen
e de données individuelles, nous n'avons pas d'informations pré
ises sur la loi de
es résidus. On sait juste qu'ils sont approximativement d'espéran
e nulle et de varian
e 1.2. En présen
e de données répétées, les résidus de dévian
e s'é
rivent
rdt =

√

2

[

yt log
ȳt
p̂t

+ (nt − yt) log
nt − yt
nt − p̂t

]

;on retrouve bien que la dévian
e est égale à∑T
t=1 rd

2
t . Par 
onséquent, lorsque les nombres derépétitions nt sont grands, les résidus de dévian
e suivent approximativement une loiN (0, 1).On peut ainsi les analyser de la même manière quand dans le modèle linéaire.3. Tout 
omme dans le modèle linéaire, on peut également étudier une version studentisé de
es résidus en estimant les quantités p̂i par validation 
roisée.Examen des résidusIndex plot Pour le modèle logistique les résidus de dévian
e sont souvent préférés. De nom-breuses études expérimentales ont montré qu'ils appro
hent mieux la loi normale que les résidusde Pearson. Pour 
ette raison 
es résidus prennent généralement des valeurs qui varient entre -2et 2. Nous pourrons 
onstruire un index plot pour déte
ter des valeurs aberrantes. Ce graphiqueordonne les résidus en fon
tion du numéro de leur observation. Les points pour lesquels on observeon résidu élevé (hors de [−2, 2] par exemple) devront faire l'objet d'une étude approfondie.Exemple 3.6Voi
i un exemple de 
al
ul des résidus ave
 R sur les données du 
an
er de la prostate.> model<-glm(Y~rayonx+taille+grade+log.a
id.+taille:grade+grade:log.a
id.,data=donnees,family=binomial)> res_dev <- residuals(model) #residus de devian
e> res_pear <- residuals(model,type="pearson") #residus de Pearson> res_dev_stand <- rstandard(model) #residu de devian
e standardises> H <- in�uen
e(model)$hat #diagonale de la hat matrix> res_pear_stand <- res_pear/sqrt(1-H) #residu de Pearson standardises> plot(rstudent(model),type="p",
ex=0.5,ylab="Résidus studentisés par VC")> abline(h=
(-2,2))Graphique prédi
tion linéaire/résidus Ce graphique qui représente X ′β̂ en abs
isse et ε̂ enordonné permet de déte
ter les valeurs aberrantes mais aussi les stru
turations suspe
tes. Si unestru
turation suspe
te apparaît, il sera peut être adéquat d'ajouter une nouvelle variable a�n deprendre en 
ompte 
ette stru
turation. Dans le 
as des données individuelles 
e type de graphiquedonne toujours des stru
turations (Figure 3.7) et n'est don
 pas à 
onseiller.> plot(predi
t(model),rstudent(model),type="p",
ex=0.5,xlab="prévision linéaire",ylab="Résidus studentisés par VC")

Modèle logistique Laurent Rouvière
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Figure 3.6 � Index plot des résidus de dévian
e studentisés.
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Figure 3.7 � Graphique prédi
tion/résidus pour un modèle logistiqueRésidus partiels Les résidus partiels sont dé�nis par
ε̂P.j =

Yi − p̂i
p̂i(1− p̂i)

+ β̂jX.jL'analyse 
onsiste à tra
er pour toutes les variables j les points ave
 en abs
isse la variable j eten ordonnée les résidus partiels. Si le tra
é est linéaire alors tout est normal. Si par 
ontre unetendan
e non linéaire se dégage, il faut rempla
er la variable j par une fon
tion de 
elle 
i donnantla même tendan
e que 
elle observée.Exemple 3.7Nous reprenons l'exemple du modèle pré
édent et traçons sur la �gure 3.8 les résidus partiels pourla variable log.a
id..> residpartiels<-resid(model,type="partial")> prov<-loess(residpartiels[,"log.a
id."℄~donnees$log.a
id)> ordre<-order(donnees$log.a
id.)> plot(donnees$log.a
id.,residpartiels[,"log.a
id."℄,type="p",
ex=0.5,xlab="",ylab="")Laurent Rouvière Modèle logistique



3.2 Validation du modèle 51> matlines(donnees$log.a
id.[ordre℄,predi
t(prov)[ordre℄)> abline(ls�t(donnees$log.a
id.,residpartiels[,"log.a
id."℄),lty=2)
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Figure 3.8 � Résidus partiels pour la variable log.a
id., le trait 
ontinu représente le résumé lissé desdonnées par l'estimateur loess, le trait dis
ontinu représente l'estimateur linéaire par moindre 
arré.Même si l'ajustement n'est pas �parfaitement linéaire�, la �gure 3.8 montre qu'au
une transforma-tion n'est né
essaire, les résidus partiels étant répartis le long de la droite ajustée.Exemple 3.8Etudions i
i les résidus partiels de la variable age pour l'exemple sur les données de panne du TP1 (voir exemple 2.6).> model <- glm(panne~.,data=donnees,family=binomial)> residpartiel <- residuals(model,type="partial")> plot(donnees$age,residpartiel[,"age"℄,
ex=0.5)> est <- loess(residpartiel[,"age"℄~donnees$age)> ordre <- order(donnees$age)> matlines(donnees$age[ordre℄,predi
t(est)[ordre℄)> abline(ls�t(donnees$age,residpartiel[,"age"℄),lty=2)
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Figure 3.9 � Résidus partiels pour la variable age.Modèle logistique Laurent Rouvière



52 Séle
tion et validation de modèlesLa �gure 3.9 suggère de prendre en 
ompte la variable age2 dans le modèle.Mallows (1986) propose d'utiliser les résidus partiels augmentés qui dans 
ertaines situations per-mettent de mieux dégager 
ette tendan
e. Les résidus partiels augmentés pour la jème variablené
essitent un nouveau modèle logistique identique mis à part le fait qu'une variable expli
ativesupplémentaire est ajoutée : Xp+1 = X
2
j la jème variable élevée au 
arré. Le nouveau ve
teur de
oe�
ient β du modèle est estimé et les résidus partiels sont alors dé�nis 
omme

ε̂PA
.j =

Yi − p̂i
p̂i(1− p̂i)

+ β̂jX.j + β̂p+1X
2
.j.L'analyse des diagrammes est identique à 
eux des résidus partiels. Pour une analyse plus 
omplètesur l'utilisation des résidus, on pourra se reporter au 
hapitre 5 de l'ouvrage de Collet (2003).3.2.4 Points leviers et points in�uentsCes notions sont analogues à 
elles du modèle linéaire (voir Cornillon & Matzner-Løber (2007),
hapitre 4).Points leviersPar dé�nition les points leviers sont les points du design qui déterminent très fortement leur propreestimation. Nous avons vu que l'algorithme d'estimation des paramètres e�e
tue à 
haque étapeune régression linéaire et s'arrête lorsque le pro
essus devient stationnaire :

β̂ = (X′Wβ̂X)−1
X

′Wβ̂z,et la prédi
tion linéaire est
Xβ̂ = X(X′Wβ̂X)−1

X
′Wβ̂z = Hz,où H est une matri
e de proje
tion selon la métrique Wβ̂. Comme nous transformons Xβ̂ parune fon
tion monotone, des Xβ̂ extrêmes entraînent des valeurs de p̂ extrêmes. Nous allons don
utiliser la même méthode de diagnosti
 que 
elle de la régression simple ave
 une nouvelle matri
ede proje
tion H . Pour la ième prédi
tion linéaire nous avons

[Xβ̂]i = Hiizi +
∑

j 6=i

Hijzj .Si Hii est grand relativement aux Hij, j 6= i alors la ième observation 
ontribue fortement à la
onstru
tion de [Xβ̂]i. On dira que le �poids� de l'observation i sur sa propre estimation vaut Hii.Comme H est un proje
teur nous savons que 0 ≤ Hii ≤ 1. Nous avons les 
as extrêmes suivants :� si Hii = 1, p̂i est entièrement déterminé par Yi 
ar Hij = 0 pour tout j.� si Hii = 0, Yi n'a pas d'in�uen
e sur p̂i.La tra
e d'un proje
teur étant égale à la dimension du sous espa
e dans lequel on projette, on a
tr(H) =

∑

i Hii = p + 1. Don
 en moyenne Hii vaut (p + 1)/n. Pour dire que la valeur de Hii
ontribue trop fortement à la 
onstru
tion de p̂i, il faut un seuil au delà duquel le point est unLaurent Rouvière Modèle logistique



3.2 Validation du modèle 53point levier. Par habitude, si Hii > 2p/n ou si Hii > 3p/n alors le ième point est dé
laré 
omme unpoint levier.En pratique un tra
é de Hii est e�e
tué et l'on 
her
he les points dont le Hii est supérieur à
3(p + 1)/n ou 2(p + 1)/n. Ces points sont leviers et leur valeur in�ue fortement sur leur propreprévision.Pour le modèle de l'exemple 3.6, on a> p<-length(model$
oeffi
ients)> n<-nrow(donnees)> plot(in�uen
e(model)$hat,type="h",ylab="hii")> seuil1<-3*p/n> abline(h=seuil1,
ol=1,lty=2)> seuil2<-2*p/n> abline(h=seuil2,
ol=1,lty=3)
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Figure 3.10 � Points leviers.Points in�uentsLes points in�uents sont des points qui in�uent sur le modèle de telle sorte que si on les enlève, alorsl'estimation des 
oe�
ients sera fortement 
hangée. La mesure la plus 
lassique d'in�uen
e est ladistan
e de Cook. Il s'agit d'une distan
e entre le 
oe�
ient estimé ave
 toutes les observations et
elui estimé ave
 toutes les observations sauf une. La distan
e de Cook pour l'individu i est dé�niepar
Di =

1

p + 1
(β̂(i) − β̂)′X′Wβ̂X(β̂(i) − β̂) ≈ r2PiHii

(p+ 1)(1−Hii)2
,où rPi est le résidu de Pearson pour le ième individu.Les distan
es de Cook sont généralement représentées 
omme sur la �gure 3.11. Si une distan
ese révèle grande par rapport aux autres, alors 
e point sera 
onsidéré 
omme in�uent. Il 
onvientalors de 
omprendre pourquoi il est in�uent, soit� il est levier ;� il est aberrant ;� (les deux !)Modèle logistique Laurent Rouvière



54 Séle
tion et validation de modèlesDans tous les 
as il 
onvient de 
omprendre si une erreur de mesure, une di�éren
e dans la popu-lation des individus est à l'origine de 
e phénomène. Eventuellement pour obtenir des 
on
lusionsrobustes il sera bon de refaire l'analyse sans 
e(s) point(s).Toujours pour le modèle de l'exemple 3.6, on représente les distan
es de Cook ave
 la 
ommande> plot(
ooks.distan
e(model),type="h",ylab="Distan
e de Cook")
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Figure 3.11 � Distan
es de Cook.
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Chapitre 4Modèle logistique multi-
lassesNous traitons dans 
e 
hapitre le 
as où la variable à expliquer Y prend plus de deux modalités.Pour simpli�er les notations, nous supposerons que Y peut prendre K valeurs 1, . . . , K. Nous
her
hons don
 à expliquer Y par le ve
teur X = (1,X1, . . . ,Xp)
′ des variables expli
atives (Xjétant qualitatives, quantitatives ou pouvant représenter des intera
tions). Nous distinguons deux
as :� les modalités de Y sont ordonnées : il existe une hiérar
hie naturelle entre elles. Par exemplele degré de satisfa
tion relativement à un produit, le degré d'adhésion à une opinion... Enbiostatistique, il peut s'agir d'un diagnosti
 sur l'état de santé (très bonne, bonne, moyenne,mauvais santé), sur le stade d'évolution d'une maladie, ou en
ore sur la taille ou la nature d'unetumeur (tumeur absente, bénigne, ou maligne). On parle dans 
e 
as de modèle polytomiqueordonné ;� il n'existe pas de relation d'ordre sur les modalités de Y , la variable à expliquer est purementnominale : a

ord pour un prêt (oui, non, examen du dossier). On parle dans 
e 
as de modèlepolytomique nominal où de modèle polytomique multinomial.Tout 
omme dans le 
as binaire, nous 
her
hons i
i à modéliser la loi de Y |X = x. Si on suppose que

Y prend ses valeurs dans {1, . . . , K}, le problème va 
onsister à mettre une forme paramétriquesur les probabilités πj = P(Y = j|X = x), j = 1, . . . , K. Que les données soient individuelles
{(yi, xi), i = 1, . . . , n} ou répétées {(yit, xt), i = 1, . . . , nt, t = 1, . . . , T}, on supposera que les ob-servations sont indépendantes. Dans 
e 
hapitre, nous n'aborderons pas en détails les méthodesd'estimations ainsi que les 
omportements asymptotiques des estimateurs. Une fois les 
onditionsd'identi�abilité des modèles véri�ées, l'estimation des paramètres se fera par maximum de vraisem-blan
e. Sous des 
onditions du même type que 
elles présentées dans le 
as binaire, on admettrales résultats 
lassiques sur le 
omportement asymptotique des estimateurs : varian
e asymptotiquese déduisant de la matri
e d'information de Fisher, normalité asymptotique de l'estimateur dumaximum de vraisemblan
e, tests de Wald, du rapport de vraisemblan
e et du s
ore...4.1 Le modèle saturé ou modèle multinomialTout 
omme dans le 
as binaire, 
e modèle présente un intérêt essentiellement dans le 
as dedonnées répétées. I
i en
ore, le modèle saturé ne met pas de 
ontrainte sur la forme des probabilités
πj . Il est don
 dé�ni par l'ensemble des probabilités

πjt = P(Yit = j|X = xt), i = 1, . . . , nt; t = 1, . . . , T, j = 1, . . . , K − 1Modèle logistique Laurent Rouvière



56 Modèle logistique multi-
lasses(j varie de 1 à K− 1 
ar ∀t,∑K
j=1 πjt = 1). Le modèle saturé est don
 de dimension T (K− 1). Lesestimateurs du maximum de vraisemblan
e sont donnés par

π̂jt =
1

nt

nt
∑

i=1

1Yit=j,
'est-à-dire par la proportion des Yit prenant la valeur j au point xt. On note π(t) = (π1t, . . . , π(K−1)t)
′.Proposition 4.11. π̂(t) est un estimateur sans biais de π(t).2. V(π̂(t)) = 1

nt
Σt où Σt(j, j) = πjt(1− πjt) et Σt(j, ℓ) = −πjtπℓt si j 6= ℓ.3. Si nt →∞ alors

√
nt(π̂(t)− π(t))

L→ N (0,Σt).Les points 1 et 2 se déduisent dire
tement du fait que ∀t = 1, . . . , T le ve
teur aléatoire
(

nt
∑

i=1

1Yit=1, . . . ,
nt
∑

i=1

1Yit=K−1

)′suit une loi multinomialeM(nt, π(t)). On 
omprend bien pourquoi 
e modèle présente un intérêtuniquement en présen
e de données répétées. En e�et, en présen
e de données individuelles (nt =
1), 
haque paramètre est estimé à partir d'une seule observation et on obtient de très faiblesperforman
es pour les estimateurs.4.2 Modèle polytomique ordonné4.2.1 Cas binaireNous revenons d'abord au 
as où Y est binaire (0 ou 1) et supposons, sans perte de généralité, quenous sommes en présen
e d'une seule variable expli
ative X . On introduit ǫ une variable aléatoire
entrée et une variable latente (non observée) Y ⋆ = β̃0 + β1x+ ǫ telle que Y |X = x vaut 1 lorsquela variable latente Y ⋆ est grande (supérieure à un seuil s) et 0 sinon. Nous obtenons :

P(Y = 1|X = x) = P(β̃0 + β1x+ ǫ > s) = P(−ǫ < −s+ β̃0 + β1x) = F (β0 + β1x)où F est la fon
tion de répartition de la variable −ǫ et β0 = −s + β̃0. Pour �nir de spé
i�er lemodèle, il reste à 
hoisir la fon
tion de répartition F . Si on 
hoisit
F (x) =

1

1 + exp(−x) =
exp(x)

1 + exp(x)
, (4.1)on obtient le modèle logistique étudié dans les 
hapitres pré
édents. Si F est la fon
tion de répar-tition asso
iée à la loi normale 
entrée réduite, nous obtenons alors le modèle probit (voir se
tion1.3 et �gure 4.1).Laurent Rouvière Modèle logistique
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Figure 4.1 � Fon
tions de répartition des lois normale (trait plein) et logistique (tirets).4.2.2 GénéralisationLe modèle polytomique ordonné peut être présenté 
omme une généralisation du modèle di-
hotomique présenté dans la partie pré
édente, ave
 
ette fois Y prenant K modalités ordonnées.On se pla
e toujours dans le 
as d'une seule variable expli
ative X . On introduit non plus un seulseuil, mais plusieurs seuils α1, . . . , αK−1 déterministes tels que :
(Y |X = x) =







1 si Y ⋆ < α1

j si αj−1 ≤ Y ⋆ < αj , j = 2, . . . , K − 1
k si Y ⋆ ≥ αK−1

ave
 Y ⋆ = β1x+ ǫ.Le 
hoix de la fon
tion de répartition logistique (4.1) 
onduit au modèle :
Pβ(Y ≤ j|X = x) = F (αj − β1x), j = 1, . . . , K − 1ou en
ore logit pjβ(x) = logit Pβ(Y ≤ j|X = x) = αj − β1x, j = 1, . . . , K − 1. (4.2)Si on est en présen
e de p variables expli
atives, le modèle devientlogit pjβ(x) = αj − β1x1 − . . .− βpxp, j = 1, . . . , K − 1, (4.3)ou en
ore

pjβ(x) =
exp(αj − β1x1 − . . .− βpxp)

1 + exp(αj − β1x1 − . . .− βpxp)
.Dans 
e modèle, seule la 
onstante di�ère suivant les di�érents niveaux de Y . Ce modèle né
essitel'estimation de p+K−1 
oe�
ients (p pentes etK−1 
onstantes 
ar∑K

j=1Pβ(Y = j|X = x) = 1).RemarqueSuivant le logi
iel les 
oe�
ients estimés peuvent di�érer. La pro
édure LOGISTIC de SAS estimepar exemple les pentes bj = −βj . Sous R les fon
tions polr, lmr et vglm des librairiesMASS, Designet VGAM permettent de 
onstruire des modèles logistiques pour expliquer une variable qualitativeordinale. Il est important de 
onsulter l'aide de la fon
tion a�n de 
onnaître la signi�
ation des
oe�
ients estimés.Modèle logistique Laurent Rouvière



58 Modèle logistique multi-
lassesExemple 4.1La fon
tion polr de la librairie MASS utilise un modèle de la forme (4.2) et (4.3). Reprenons le jeude données du TP2.On pose à 195 étudiants la question : si vous trouvez un portefeuille dans la rue 
ontenant del'argent et des papiers :� vous gardez tout (réponse 1) ;� vous gardez l'argent et rendez le portefeuille (réponse 2) ;� vous rendez tout (réponse 3).On 
onstruit alors la variable WALLET telle que� WALLET=1 si l'étudiant répond 1 ;� WALLET=2 si l'étudiant répond 2 ;� WALLET=3 si l'étudiant répond 3 ;Pour 
haque étudiant, on note :� Le sexe (variable MALE=1 si homme, 0 si femme) ;� la nature des études suivies (variable BUSINESS= 1 pour les é
oles de 
ommer
e, 0 pour lesautres é
oles) ;� l'existen
e de punitions passées (variable PUNISH=1 si puni seulement à l'é
ole primaire, 2 si puniseulement à l'é
ole primaire et se
ondaire et 3 si puni seulement à l'é
ole primaire, se
ondaireet supérieur) ;� l'expli
ation ou pas par les parents des punitions reçues dans l'enfan
e (variable EXPLAIN=1 siles parents expliquaient, 0 sinon).On 
her
he à expliquer la variable WALLET par les autres variables. On note Y = WALLET, X1 =MALE, X2 = BUSINESS, X3 = PUNISH = 1 et X4 = EXPLAIN. Le modèle s'é
ritlogit pjβ = αj − β11x1=1 − β21x2=1 − β31x3=2 − β41x3=3 − β51x4=1.On obtient les estimations ave
 polr.> library(MASS)> model <- polr(wallet~.,data=donnees)> modelCall:polr(formula = wallet ~ ., data = donnees)Coeffi
ients:male1 business1 punish2 punish3 explain1-1.0598227 -0.7388746 -0.6276423 -1.4030892 1.0518775Inter
epts:1|2 2|3-2.5678520 -0.7890143Residual Devian
e: 307.3349AIC: 321.3349Tout 
omme dans le 
as binaire, on peut tester la nullité d'un sous ensemble de 
oe�
ients à l'aidedes statistiques de Wald, du rapport de vraisemblan
e et du s
ore. Par exemple, on obtient laprobabilité 
ritique du test du rapport de vraisemblan
e pour le test H0 : β1 = . . . = β5 = 0 
ontre
H1 : ∃j ∈ {1, . . . , 5}, βj 6= 0 ave
 les 
ommandes> model0 <- polr(wallet~1,data=donnees)> statRV <- -2*(logLik(model0)-logLik(model))Laurent Rouvière Modèle logistique



4.2 Modèle polytomique ordonné 59> 1-p
hisq(statRV,df=length(
oef(model))-length(
oef(model0)))[1℄ 1.589732e-08attr(,"df")[1℄ 2attr(,"
lass")[1℄ "logLik"4.2.3 L'égalité des pentesDans le modèle (4.3), les 
oe�
ients des variables expli
atives sont identiques quel que soit leniveau de Y (on dit qu'il y a égalité des pentes) tandis que les 
onstantes di�èrent. Ainsi, dans
e modèle, quelle que soit la modalité j 
onsidérée, une variable expli
ative donnée a la mêmein�uen
e sur Pβ(Y ≤ j|X = x). Dans le 
as où l'on dispose d'une seule variable expli
ative X , lemodèle peut être représenté par la �gure 4.2.
PSfrag repla
ements

x

ηj(x)

j = 1

j = 2

j = 3

Figure 4.2 � Représentation du modèle logit pjβ(x) = αj − β1x = ηj(x).Si on envisage des valeurs di�érentes pour les paramètres de pentes βm (m = 1, . . . , p) alors lesdroites de la �gure 4.2 vont se 
ouper. Il est fa
ile de voir que 
e
i remet en 
ause le 
ara
tèreordonné des modalités de la variable expliquée. En e�et, supposons qu'au delà d'une valeur x0, lapremière droite (j = 1) se situe au-dessus de la se
onde (j = 2), on a alors :
∀x > x0, Pβ(Y ≤ 1|X = x) > Pβ(Y ≤ 2|X = x).Un tel résultat est évidemment gênant : il remet en 
ause la modélisation retenue, qui distribueles di�érentes modalités de Y sur un même axe ordonné. Il faut dans 
e 
as se tourner vers unmodèle plus général (voir se
tion 4.3).Dans le 
as où la variable Y est ordonnée, on dé�nit l'odds d'un individu xi relativement à l'évène-ment {Y ≤ j} par odds(xi) =

Pβ(Y ≤ j|X = x)

1−Pβ(Y ≤ j|X = x)
= exp(αj − x′

iβ).L'odds ratio entre deux individus xi et xi′ relativement à l'évènement {Y ≤ j} s'é
rit don
OR(xi, xi′) = exp
(

(xi′ − xi)
′β
)

. (4.4)Cet odds ratio ne dépend pas de la modalité j, on dit que l'hypothèse des seuils aléatoires setraduit par une �hypothèse de proportionnalité des odds ratio�.Modèle logistique Laurent Rouvière



60 Modèle logistique multi-
lasses4.2.4 Le test d'égalité des pentesOn se pose la question de véri�er si la modélisation en terme de seuil aléatoire est �raisonnable� visà vis de nos données. Nous avons vu dans la partie pré
édente que 
ette hypothèse se traduit parun hypothèse d'égalité des pentes ou de proportionnalité des odds ratio. Un moyen de véri�er si
ette hypothèse est raisonnable 
onsiste à tester l'hypothèse d'égalité des pentes. Cette appro
he
onsiste tout simplement à 
omparer le modèle en question (ave
 égalité des pentes) à un modèleoù on lève l'égalité des pentes. Il s'agit de 
onsidérer les hypothèses
H0 : β

1
m = . . . = βK−1

m , ∀m = 1, . . . , p
ontre
H1 : ∃m ∈ {1, . . . , p}, ∃(j, ℓ) ∈ ({1, . . . , K − 1})2 tels que βj

m 6= βℓ
mpour le modèle logit pjβ(x) = αj −

p
∑

m=1

βj
mxm, j = 1, . . . , k − 1 (4.5)Sous H0 (égalité des pentes), nous retrouvons le modèle polytomique ordinal. Ce test peut êtremené à l'aide des statistiques de Wald, du rapport de vraisemblan
e et du s
ore. Par exemple, laPROC LOGISTIC de SAS e�e
tue le test du s
ore (�S
ore Test for Proportional Odds Assumption�).SiH0 est véri�ée, la pente de la log-vraisemblan
e pour l'estimateur du maximum de vraisemblan
e
ontraint γ̂ = (α̂1, . . . , α̂k, β̂1, . . . , β̂p) doit être pro
he de 0. On utilise que sous H0 le statistiquedu s
ore

∇Ln(γ̂)Î−1
H0
∇Ln(γ̂)
onverge en loi vers un χ2

p(K−2) (ÎH0
est un estimateur de la matri
e d'information de Fisher dumodèle). Le nombre de degrés de liberté s'obtient en faisant la di�éren
e entre la dimension dumodèle (4.5) (K − 1 + p(K − 1)) et 
elle du modèle sous H0 (K − 1 + p)La probabilité 
ritique du test d'égalité des pentes pour la statistique de rapport de vraisemblan
es'obtient fa
ilement sur R. Pour le modèle prenant en 
ompte uniquement les variables Male etEXPLAIN de l'exemple 4.1, on obtient 
ette probabilité 
ritique ave
 les 
ommandes> library(VGAM)> model1 <- vglm(wallet~male+explain,data=donnees,
umulative(parallel=TRUE)) #modele sous H0[1℄ "head(extra$orig.w)"NULL> model2 <- vglm(wallet~male+explain,data=donnees,
umulative(parallel=FALSE))#modele sans egalite des pentes[1℄ "head(extra$orig.w)"NULL> statRV <- -2*(logLik(model1)-logLik(model2))> 1-p
hisq(statRV,df=length(
oef(model2))-length(
oef(model1)))[1℄ 0.3702765Un exemple d'interprétation des 
oe�
ientsTout 
omme pour le modèle di
hotomique, les 
oe�
ients s'interprètent en terme d'odds ratio.Considérons le 
as où l'on 
her
he à expliquer la variable Y qui 
orrespond au type de mentionobtenue au BAC (3 modalités : �AB�, �B�, �TB�) par la variable X qui 
orrespond à la moyenne enmaths au 
ours des deux premiers trimestres. Supposons que le 
oe�
ient β estimé pour le modèlelogit pjβ = αj − βxLaurent Rouvière Modèle logistique



4.3 Le modèle polytomique nominal 61soit égal à log 2 et que pour une note �xée x, le modèle fournisse les estimations :
Pβ̂(Y = ”AB”|X = x) =

1

4
, Pβ̂(Y = ”B”|X = x) =

1

2
et Pβ̂(Y = ”TB”|X = x) =

1

4
.Dans 
e 
as, on déduit de (4.4) les tableaux suivants :Proba odds{Y = j} odds{Y ≤ j}AB 1/4 1/3 1/3B 1/2 1 3TB 1/4 1/3 +∞Table 4.1 � Odds Ratio pour l'individu x.

odds{Y ≤ j} odds{Y = j} ProbaAB 2/3 2/3 2/5B 6 16/19 16/35TB +∞ 1/6 1/7Table 4.2 � Odds Ratio pour l'individu x+ 1.En e�et, la formule (4.4) entraîne que les odds relativement aux évènements {Y ≤ j} sont multipliéspar exp β lorsque la variable x est augmentée d'une unité. Ainsi, la première 
olonne du tableau4.2 s'obtient en multipliant la dernière 
olonne du tableau 4.1 par 2. On pourra par exemple direque si pour la note x, j'ai 1 mention AB pour trois autres mentions, alors pour la note x+1 j'ai 2mentions AB pour trois autres mentions.4.3 Le modèle polytomique nominalDans le 
as du modèle polytomique ordonné, le 
ara
tère ordinal de la variable expliquée permettaitd'introduire une variable latente, des seuils, et d'estimer des probabilités 
umulées. Lorsque lavariable à expliquer est purement nominale, 
ette démar
he n'est plus possible.4.3.1 Le modèleDésignons par {1, . . . , K} les modalités (non ordonnées) de Y et par X = (1,X1, . . . ,Xp) les pvariables expli
atives. Tout 
omme pour le modèle di
hotomique, nous allons 
her
her à modéliserles probabilités P(Y = j|X = x) pour j = 1, . . . , K. Comme ∑K
j=1P(Y = j|X = x) = 1, il su�tde modéliser les probabilités P(Y = j|X = x) pour j = 1, . . . , K − 1 par exemple. Nous prenonsi
i le groupe K 
omme groupe témoin et dé�nissons le modèle multinomial par

log
pjβ(x)

pKβ (x)
= log

Pβ(Y = j|X = x)

Pβ(Y = K|X = x)
= βj

0 + βj
1x1 + . . .+ βj

pxp = x′βj, j = 1, . . . , K − 1.On a alors
pjβ(x) =

exp(x′βj)

1 +
∑K−1

k=1 exp(x′βk)
(4.6)ave
 pour 
onvention βK = 0.Remarque� Si K = 2, on retombe sur le modèle logistique dans le 
as binaire.� L'in
onvénient majeur de 
e modèle est la multipli
ation des paramètres à estimer (un ve
teurde paramètres βj pour K − 1 modalités de Y ) qui rend les résultats plus déli
ats à interpréter.� Bien entendu, le 
hoix du groupe de référen
e à une importan
e sur la valeur des paramètresestimés mais pas sur le modèle : quel que soit le groupe de référen
e 
hoisi, les probabilitésestimés Pβ(Y = j|X = x) seront bien entendu identiques.� Sous R, les fon
tions multinom et vglm des librairies nnet et VGAM permettent d'ajuster unmodèle polytomique nominal. Sous SAS, on utilise la pro
édure CATMOD ou la pro
édure LOGISTICave
 l'option ling=glogit.Modèle logistique Laurent Rouvière



62 Modèle logistique multi-
lasses4.3.2 Estimation et interprétation des paramètresLes paramètres βj, j = 1, . . . , k − 1 sont estimés par maximum de vraisemblan
e. Pour une obser-vation (x, y), on désigne par y1, . . . , yK un 
odage disjon
tif 
omplet de y, i.e., yj = 1 si y = j, 0sinon. La vraisemblan
e s'é
rit
L(y, β) = p1β(x)

y1 . . . pKβ (x)
yKoù pj(x) = P(Y = j|X = x) est dé�ni par (4.6). La vraisemblan
e suit don
 une loi multinomiale

M(1, p1(x), . . . , pk(x)). C'est pour 
ela que 
e modèle est également appelé �modèle polytomiquemultinomial�. Les estimateurs du maximum de vraisemblan
e s'obtiennent une fois de plus en an-nulant les dérivées partielles par rapport aux di�érents paramètres de la vraisemblan
e de l'é
han-tillon. Comme pour le 
as di
hotomique, il n'y a pas de solutions expli
ites pour les estimateurset on a re
ours à des méthodes numériques pour les 
al
uler. Il n'y a pas de réelles nouveautéspar rapport au 
as binaire, l'algorithme est simplement plus déli
at à é
rire à 
ause de la multi-pli
ation du nombre de paramètres. Le le
teur pourra 
onsulter l'ouvrage d'Hosmer & Lemeshow(2000) pour plus de détails.Les odds ratio n'apparaissent généralement pas dans les sorties logi
iels pour le modèle multi-nomial : il faut don
 les 
al
uler à la main en prenant garde au 
odage parti
ulier des variablesexpli
atives qualitatives. On rappelle que pour un individu x, l'odds d'un évènement Y = j estégal au rapport P(Y = j|X = x)/P(Y 6= j|X = x). Dans le 
as du modèle multinomial, on dé�nitl'odds d'un évènement j1 
ontre un évènement j2 parodds(x, Y = j1 vs Y = j2) =
Pβ(Y = j1|X = x)

Pβ(Y = j2|X = x)
= exp((βj1 − βj2)′x).Et pour deux individus xi et xi′ , on dé�nit alors l'odds ratio parOR(xi, xi′, Y = j1 vs Y = j2) =

Pβ(Y = j1|X = xi)/Pβ(Y = j2|X = xi)

Pβ(Y = j1|X = xi′)/Pβ(Y = j2|X = xi′)

= exp((βj1 − βj2)′(xi − xi′)).Ainsi si les deux individus xi et xi′ ne di�èrent que d'une unité pour la variable ℓ, on aOR(xi, xi′ , Y = j1 vs Y = j2) = exp(βj1
ℓ − βj2

ℓ ).Exemple 4.2Nous reprenons le problème de l'exemple 4.1 et 
onsidérons le modèle polytomique nominal
log

pjβ(x)

p3β(x)
= βj

0 + βj
11x1=1 + βj

21x2=1 + βj
31x3=2 + βj

41x3=3 + βj
51x4=1, j = 1, 2.On obtient les estimations ave
 la fon
tion multinom> library(nnet)> model3 <- multinom(wallet~.,data=donnees)# weights: 21 (12 variable)initial value 214.229396iter 10 value 151.045327final value 150.780162
onvergedLaurent Rouvière Modèle logistique



4.3 Le modèle polytomique nominal 63> model3Call:multinom(formula = wallet ~ ., data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) male1 business1 punish2 punish3 explain12 1.299394 -0.09558412 -0.7635377 -0.8959272 -1.788003 0.79570863 2.406209 -1.26720191 -1.1791095 -1.1450957 -2.141172 1.5935325Residual Devian
e: 301.5603AIC: 325.5603On remarque que la fon
tion multinom n'ajuste pas dire
tement le modèle é
rit pré
édemmentpuisqu'alle prend 
omme modalité de référen
e la première modalité de Y . Il faut transformerla valeur des estimations pour obtenir les β̂j. La fon
tion vglm prend quant à elle la troisièmemodalité de Y 
omme modalité de référen
e :> model4 <- vglm(wallet~.,data=donnees,multinomial)[1℄ "head(extra$orig.w)"NULL> model4Call:vglm(formula = wallet ~ ., family = multinomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept):1 (Inter
ept):2 male1:1 male1:2 business1:1-2.4062095 -1.1068174 1.2672025 1.1716184 1.1791118business1:2 punish2:1 punish2:2 punish3:1 punish3:20.4155709 1.1450946 0.2491692 2.1411709 0.3531734explain1:1 explain1:2-1.5935357 -0.7978215Degrees of Freedom: 390 Total; 378 ResidualResidual Devian
e: 301.5603Log-likelihood: -150.7802Tout 
omme pour les autres modèles, on peut tester la nullité d'un sous ensemble de 
oe�
ients àl'aide des statistiques de Wald, du rapport de vraisemblan
e et du s
ore. Par exemple, on obtientla probabilité 
ritique du test du rapport de vraisemblan
e pour le test H0 : βj
1 = . . . = βj

5 = 0
ontre H1 : ∃(j, k) ∈ {1, 2} × {1, . . . , 5}, βj
k 6= 0 ave
 les 
ommandes> model5 <- vglm(wallet~1,data=donnees,multinomial)[1℄ "head(extra$orig.w)"NULL> statRV <- -2*(logLik(model5)-logLik(model4))> 1-p
hisq(statRV,df=length(
oef(model4))-length(
oef(model5)))[1℄ 2.087963e-07Exemple 4.3Nous terminons 
ette partie par un exemple de 
al
ul d'odds ratio sur R. On 
onsidère le problèmed'expliquer Y à trois niveaux 1,2 et 3 par X une variable qualitative à trois modalités a, b et c.Les données sont obtenues par les 
ommandes :> Y <- fa
tor(
(rep(3,5),rep(2,5),rep(1,5)))> set.seed(189)> X <- fa
tor(sample(
(rep("a",5),rep("b",5),rep("
",5))))> donnees <- data.frame(X,Y)Modèle logistique Laurent Rouvière



64 Modèle logistique multi-
lassesOn utilise la fon
tion multinom pour ajuster un modèle logistique multinomial :> library(nnet)> model <- multinom(Y~X,data=donnees)Les 
oe�
ients du modèle sont obtenus par :> beta <- 
oef(model)> beta(Inter
ept) Xb X
2 1.0979772850 -10.5259443 -0.40452973 -0.0005551724 -0.4047684 0.6939763Nous remarquons que le niveau de référen
e de Y est i
i 1. On veut 
al
uler l'odds ratioOR(b, c, Y =
2 vs Y = 3). On 
al
ule d'abord odds(b, Y = 2 vs Y = 3) et odds(c, Y = 2 vs Y = 3)> oddb23 <- exp(beta[1,1℄+beta[1,2℄-beta[2,1℄-beta[2,2℄)> odd
23 <- exp(beta[1,1℄+beta[1,3℄-beta[2,1℄-beta[2,3℄)On déduit l'odds ratio 
her
hé> oddb23/odd
23[1℄ 0.0001206436On aurait pu le 
al
uler dire
tement> exp(beta[1,2℄-beta[2,2℄-beta[1,3℄+beta[2,3℄)[1℄ 0.0001206436
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Annexes
A.1 Rappels sur la méthode du maximum de vraisemblan
ePour plus de pré
isions, le le
teur pourra se reporter au 
hapitre 6 de l'ouvrage de Lejeune (2004)ainsi qu'au poly
opié de Cadre (2010).On 
onsidère X1, . . . , Xn un n-é
hantillon i.i.d. dont la loi mère admet pour densité fθ(x), θ étantle paramètre à estimer. On désigne par θ̂ = θ̂(X1, . . . , Xn) un estimateur de θ.Théorème A.1 (Inégalité de Cramer-Rao)On suppose que θ ∈ R et que θ̂ est sans biais. Sous 
ertaines 
onditions de régularité, on a

Vθ(θ̂) ≥
1

nI(θ)
,où I(θ) est l'information de Fisher :

I(θ) = E

[

( ∂

∂θ
ln fθ(X)

)2
]

.Si un estimateur sans biais atteint la borne de Cramer-Rao, on dit qu'il est e�
a
e.Supposons maintenant que le paramètre θ à estimer est de dimension supérieure à 1. On introduitla matri
e d'information de Fisher I(θ) symétrique d'ordre k dont l'élément en position (i, j) est :
E

[ ∂

∂θi
ln f(X, θ)

∂

∂θj
ln f(X, θ)

]

= −E
[ ∂2

∂θi∂θj
ln f(X, θ)

]

.On montre alors que pour tout estimateur sans biais T et pour tout u ∈ R
k

V(u′θ̂) ≥ u′ [I(θ)]−1

n
u,où V(u′θ̂) représente la varian
e de la 
ombinaison linéaire u′θ̂.Dé�nition A.1On appelle fon
tion de vraisemblan
e de θ pour une réalisation donnée x1, . . . , xn de l'é
han-tillon, la fon
tion de θ :

L(θ; x1, . . . , xn) =

n
∏

i=1

fθ(xi).



66 Modèle logistique multi-
lassesDé�nition A.2On appelle estimation du maximum de vraisemblan
e une valeur θ̂, s'il en existe une, telleque :
L(θ̂) = sup

θ∈Θ
L(θ).Une telle solution dépend de x1, . . . , xn (θ̂ = h(x1, . . . , xn)). La statistique θ̂ = h(X1, . . . , Xn) estappelée estimateur du maximum de vraisemblan
e (EMV).Théorème A.2Soit θ̂ l'estimateur du maximum de vraisemblan
e dé�ni 
i dessus. Sous 
ertaines 
onditions derégularité, on a :� θ̂ 
onverge presque sûrement vers θ (il est don
 asymptotiquement sans biais) ;� θ̂ est asymptotiquement normal :

√
n(θ̂ − θ)

L→ N (0, [I(θ)]−1).La matri
e de varian
e-
ovarian
e de θ̂ se �rappro
he� de 1
n
[I(θ)]−1 lorsque n → ∞. On dit quel'estimateur du maximum de vraisemblan
e est asymptotiquement e�
a
e.
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A.2 E
hantillonnage Rétrospe
tif 67A.2 E
hantillonnage Rétrospe
tifUne 
linique 
her
he à mesurer l'e�et du taba
 sur le 
an
er du poumon. Elle prélève parmises patients un é
hantillon 
omposé de n1 = 250 personnes atteintes par le 
an
er et n0 = 250personnes ne présentant pas la maladie. Les résultats (simulés !)de l'étude sont présentés dans letableau suivant : Fumeur Non fumeurNon malade 48 202Malade 208 42Table A.3 � Résultats de l'enquête.Le statisti
ien responsable de l'étude réalise un modèle logistique. Les sorties sur R sont :Call: glm(formula = Y ~ X, family = binomial)Coeffi
ients:(Inter
ept) Xnon_fumeur1.466 -2.773Degrees of Freedom: 499 Total (i.e. Null); 498 ResidualNull Devian
e: 692.3Residual Devian
e: 499.9 AIC: 503.9On note Y la variable qui prend pour valeur 1 si l'individu est malade, 0 sinon et X la variableexpli
ative (fumeur ou non fumeur).1. E
rire le modèle logistique. Quelle est la probabilité P(Y = 1|X = fumeur) estimée par 
emodèle ?2. Ce résultat vous paraît-il surprenant ?Pour un individu (X, Y ), on dé�nit S la variable indi
atri
e d'appartenan
e à l'é
hantillon del'individu, i.e.,
S =

{

1 si l'individu est dans l'é
hantillon
0 sinon.On dé�nit également :� τ1 = P(S = 1|Y = 1, X = x) = P(S = 1|Y = 1) : taux de sondage dans le groupe 1 (malade).� τ0 = P(S = 1|Y = 0, X = x) = P(S = 1|Y = 0) : taux de sondage dans le groupe 0 (malade).� p0(x) = P(Y = 1|X = x, S = 1).� p(x) = P(Y = 1|X = x).3. Montrer à l'aide du théorème de Bayes que :logit p0(x) = log

(

τ1
τ0

)

+ logit p(x).4. On dé�nit� π1 = P(Y = 1) la probabilité à priori d'appartenan
e au groupe 1 ;� π0 = P(Y = 0) la probabilité à priori d'appartenan
e au groupe 0 ;Exprimer τ1 en fon
tion de n1/n (la proportion d'individus du groupe 1 dans l'é
hantillon),
π1 et P(S = 1) (la probabilité qu'un individu soit dans l'é
hantillon).Modèle logistique Laurent Rouvière



68 Modèle logistique multi-
lasses5. Des études préalables ont montré que les probabilités π1 et π0 pouvaient être estimées par0.005 et 0.995. En déduire une estimation de P(Y = 1|X = fumeur).CommentairesCette exer
i
e nous montre que la manière de 
onstituer l'é
hantillon d'apprentissage (X1, Y1), . . . ,
(Xn, Yn) est un point important qui ne doit pas être ignoré. On distingue essentiellement deuxs
hémas d'é
hantillonnage :Le s
héma de mélange : tous les individus ont la même probabilité d'être séle
tionnés dansl'é
hantillon. Les observations sont tirées aléatoirement sans distin
tion des groupes 0 et1. Dans 
e 
as, les proportions d'individus par groupe sont sensiblement identiques dansl'é
hantillon et dans la population. On peut montrer que les estimateurs du maximum devraisemblan
e des πi sont les quantités ni/n.Le s
héma rétrospe
tif : les proportions d'individus par groupe ne sont pas les mêmes dansl'é
hantillon et dans la population. Ce s
héma d'é
hantillonnage est souvent utilisé lorsqueles probabilités πi (probabilité d'appartenan
e au groupe i) sont très di�érentes les unes desautres. Dans de tels 
as, le s
héma de mélange 
onduit à travailler ave
 des e�e
tifs troppetits dans 
ertains groupes, alors que le s
héma rétrospe
tif permet de travailler ave
 dese�e
tifs 
omparables. Par exemple, en diagnosti
 médi
al, on a souvent des problèmes dedis
rimination entre deux groupes où l'un des groupes (1 par exemple) est asso
ié à unemaladie et l'autre est 
ara
téristique de l'absen
e de 
ette maladie. Dans de telles situations,on a bien sûr π1 beau
oup plus petit que π0. L'usage 
onsiste alors à étudier deux é
hantillonsde taille à peu près équivalente (n1 ∼ n0), le premier étant 
elui des malades, le se
ond 
eluides individus sains (voir exer
i
e pré
édent).Pour un tel s
héma, le modèle logistique appliqué dire
tement sur les données ne nous fournitpas une estimation de P(Y = 1|X = x) mais de P(Y = 1|X = x, S = 1). Une propriétéremarquable du modèle logistique est que l'e�et de 
e 
hangement de proportion entre lapopulation et l'é
hantillon n'intervient dans l'expression de la probabilité P(Y = 1|X = x)qu'au niveau de la 
onstante β0 :logit P(Y = 1|X = x) = logit P(Y = 1|X = x, S = 1)− log

(

τ1
τ0

)

.En pratique : lorsque l'é
hantillon (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) est 
onstitué selon un s
héma rétrospe
-tif il faut :1. Construire le modèle logistique sur 
et é
hantillon. On obtient alors une estimation delogit P̂(Y = 1|X = x, S = 1) = β0 + β1x1 + . . .+ βpxp.2. On en déduit alors l'estimation de la probabilité re
her
héelogit P̂(Y = 1|X = x) =

(

β0 − log
τ1
τ0

)

+ β1x1 + . . .+ βpxp.Un tel s
héma né
essite bien entendu une 
onnaissan
e a priori des probabilités π1 et π0.Laurent Rouvière Modèle logistique



A.3 Exer
i
es 69A.3 Exer
i
esExer
i
e A.1On se pla
e dans le 
as où les données sont présentées sous forme binomiale (répétitions au pointde design xt). On note :� T le nombre de points de design di�érents {x1, . . . , xT} ;� nt le nombre de répétitions au point xt ;� st le nombre de su

ès au point xt : st =∑nt

i=1 yit ;� ȳt =
st
nt

le nombre moyen de su

ès au point xt.
xi nb su

ès nb é
he
s moyenne su

ès
x1 s1 n1 − s1 ȳ1... ... ... ...
xt st nt − st ȳt... ... ... ...
xT sT nT − sT ȳTTable A.4 � Données répétées.Montrer que la log-vraisemblan
e s'é
rit :

L(β) =

T
∑

t=1

log

(

nt

st

)

+

T
∑

t=T

nt {ȳt log(p(xt)) + (1− ȳt) log(1− p(xt))}

=

T
∑

t=1

log

(

nt

st

)

+

n
∑

i=1

nt

{

ȳt log

(

p(xt)

1− p(xt)

)

+ log(1− p(xt))

}où p(xt) = P(Y = 1|X = xt).Exer
i
e A.2 (Nombre de paramètres identi�ables)On se pla
e dans le 
as de deux variables expli
atives A et B de type fa
teur admettant respe
-tivement deux (a1, a2) et trois (b1, b2, b3) niveaux. On dispose de 10 individus, les données sont :
































a1 b3
a2 b2
a2 b1
a1 b2
a1 b1
a2 b3
a1 b3
a2 b1
a2 b2
a1 b3

































, Y =

































1
0
1
1
0
0
0
1
1
0

































.

1. Rappeler brièvement l'algorithme d'estimation des paramètres par la méthode du maximumde vraisemblan
e pour le modèle logistique.2. E
rire la matri
e de 
odage disjon
tif 
omplet des variables expli
atives.3. Dis
uter du rang de 
ette matri
e et en déduire le nombre de paramètres identi�ables demanière unique du modèle logistique pour 
e jeu de données.Modèle logistique Laurent Rouvière
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lasses4. Identi�er 
es paramètres sur les sorties R suivantes :A<-fa
tor(
("a1","a2","a2","a1","a1","a2","a1","a2","a2","a1"))B<-fa
tor(
("b3","b2","b1","b2","b1","b3","b3","b1","b2","b3"))donnees<-data.frame(A,B)Y<-fa
tor(
(1,0,1,1,0,0,0,1,1,0))model<-glm(Y~A+B,data=donnees,family=binomial)modelCall: glm(formula = Y ~ A + B, family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) Aa2 Bb2 Bb35.690e-01 1.882e-01 -6.310e-16 -1.716e+00Degrees of Freedom: 9 Total (i.e. Null); 6 ResidualNull Devian
e: 13.86Residual Devian
e: 12.12 AIC: 20.125. Refaire les questions 2, 3 et 4 en 
onsidérant les variables d'intera
tions.model1<-glm(Y~A+B+A:B,data=donnees,family=binomial)model1Call: glm(formula = Y ~ A + B + A:B, family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:(Inter
ept) Aa2 Bb2 Bb3 Aa2:Bb2 Aa2:Bb3-19.57 39.13 39.13 18.87 -58.70 -58.01Degrees of Freedom: 9 Total (i.e. Null); 4 ResidualNull Devian
e: 13.86Residual Devian
e: 6.592 AIC: 18.596. On 
onsidère le modèle model2 dont les sorties R sontmodel2<-glm(Y~A:B-1,data=donnees,family=binomial)model2Call: glm(formula = Y ~ A:B - 1, family = binomial, data = donnees)Coeffi
ients:Aa1:Bb1 Aa2:Bb1 Aa1:Bb2 Aa2:Bb2 Aa1:Bb3 Aa2:Bb3-1.957e+01 1.957e+01 1.957e+01 -2.748e-16 -6.931e-01 -1.957e+01Degrees of Freedom: 10 Total (i.e. Null); 4 ResidualNull Devian
e: 13.86Residual Devian
e: 6.592 AIC: 18.59Identi�er les paramètres estimés à l'aide de la matri
e de 
odage disjon
tif 
omplet étudiéeà la question pré
édente. Montrer que les modèles model1 et model2 sont équivalents (onpourra montrer que les probabilités P(Y = 1|X = x) estimées par les deux modèles sont lesmêmes pour tout x).Exer
i
e A.3Le traitement du 
an
er de la prostate 
hange si le 
an
er a atteint ou non les nøeuds lymphatiquesentourant la prostate. Pour éviter une investigation lourde (ouverture de la 
avité abdominale) unLaurent Rouvière Modèle logistique
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i
es 71
ertain nombre de variables sont 
onsidérées 
omme expli
ative de la variable Y binaire : Y = 0le 
an
er n'a pas atteint le réseau lymphatique, Y = 1 le 
an
er a atteint le réseau lymphatique.Le but de 
ette étude est don
 d'essayer d'expliquer Y par les variables suivantes.� âge du patient au moment du diagnosti
 age� le niveau d'a
ide phosphatase sérique a
ide, que l'on appellera par la suite niveau d'a
idité� Le résultat d'une analyse par rayon X, 0= négatif, 1=positif rayonx� La taille de la tumeur, 0=petite, 1=grande, taille� L'état pathologique de la tumeur déterminée par biopsie, 0=moyen, 1=grave, grade� Le logarithme népérien du niveau d'a
idité log.a
idage a
ide rayonx taille grade log.a
id.1 66 0.48 0 0 0 -0.733969182 68 0.56 0 0 0 -0.579818503 66 0.50 0 0 0 -0.693147184 56 0.52 0 0 0 -0.653926475 58 0.50 0 0 0 -0.693147186 60 0.49 0 0 0 -0.713349897 65 0.46 1 0 0 -0.776528798 60 0.62 1 0 0 -0.478035809 50 0.56 0 0 1 -0.5798185010 49 0.55 1 0 0 -0.59783700Table A.5 � Les 10 premiers individus.On a 
onstruit 10 modèles logistiques dont les sorties R sont présentées dans le tableau A.7. Onsouhaite donner une prévision pour la probabilité P(Y = 1|X = x) pour 
inq nouveaux individus.Reporter dans le tableau suivant les probabilités estimées par les di�érents modèles.Individu Modèle
M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9 M10(61,0.60,1,0,1,-0.51)(49,0.86,0,0,1,-0.15)(67,0.72,1,0,1,-0.33)(51,0.95,1,1,1,-0.05)Table A.6 � Probabilités estimés par les di�érents modèles.

Modèle logistique Laurent Rouvière



72 Modèle logistique multi-
lassesMODELE 1 MODELE 2glm(formula = Y ~ age + a
ide, ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) age a
ide1.32811 -0.05639 2.14004 glm(formula = Y ~ log.a
id. + rayonx, ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) log.a
id. rayonx1-0.3308 2.0363 2.1020MODELE 3 MODELE 4glm(formula = Y ~ taille + grade, ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) taille1 grade1-1.6008 1.4253 0.7293 glm(formula = Y ~ taille + grade +taille:grade, ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) taille1 grade1 taille1:grade1-2.251 2.588 2.657 -2.860MODELE 5 MODELE 6glm(formula = Y ~ taille:grade - 1, ...)Coeffi
ients:taille0:grade0 taille1:grade0-2.2513 0.3365taille0:grade1 taille1:grade10.4055 0.1335
glm(formula = Y ~ age + a
ide + age:a
ide, ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) age a
ide age:a
ide-2.61203 0.00675 7.93956 -0.09282MODELE 7 MODELE 8glm(formula = Y ~ taille:grade - 1, ...)Coeffi
ients:taille0:grade0 taille1:grade0-2.2513 0.3365taille0:grade1 taille1:grade10.4055 0.1335
glm(formula = Y ~ taille:age, ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) taille0:age taille1:age2.79408 -0.07157 -0.04351MODELE 9 MODELE 10glm(formula = Y ~ taille:log.a
id.+ rayonx:grade - 1, ...)Coeffi
ients:taille0:log.a
id. taille1:log.a
id.3.3406 0.9356rayonx0:grade0 rayonx1:grade0-0.6776 1.2771rayonx0:grade1 rayonx1:grade10.1129 2.3963
glm(formula = Y ~ taille:(age + grade), ...)Coeffi
ients:(Inter
ept) taille0:age taille1:age3.17016 -0.09228 -0.04758taille0:grade1 taille1:grade12.79235 -0.23813Table A.7 � Les 10 modèles.Laurent Rouvière Modèle logistique



A.4 Corre
tion 73A.4 Corre
tionExer
i
e A.1La variable S|X = xt suit une loi binomiale Bin(nt, p(xt)). Dès lors la vraisemblan
e s'é
rit :
n
∏

i=1

P (S = st|X = xt) =
n
∏

t=1

(

nt

st

)

p(xt)
nt(1− p(xt))

nt−st .On obtient don
 pour log-vraisemblan
e :
L(β) =

T
∑

t=1

log

(

nt

st

)

+
T
∑

t=1

[nt log p(xt) + (nt − st) log(1− p(xt))] .On pourra 
onsulter le livre de Collet (2003) (page 59) pour plus de détails.Exer
i
e A.21. La pro
édure d'estimation par MV 
onsiste à �mettre à jour� les 
oe�
ients via une régressionpondérée : β̂k+1 = (X′W k
X)−1

X
′W kZk. La première di�
ulté 
onsiste à dé�nir X dans 
etexemple. X est une matri
e qualitative, il est impossible de faire des opérations dessus, on adon
 re
ours à un 
odage disjon
tif 
omplet.2. La matri
e de 
odage s'é
rit
































1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0
1 0 0 0 1

































.

La matri
e X utilisée pour la régression vaut :
X =

































1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

































.

3. Le nombre de paramètres estimés par le modèle est égal à la dimension de X′
X, 
'est-à-direau nombre de 
olonnes de X. Pour e�e
tuer la régression, nous devons inverser X

′
X (on
onsidère que la matri
e des poids W vaut l'identité). Les ve
teurs 
olonnes de X ne sont
lairement pas linéairement indépendants (voir deuxième et troisième 
olonne), la matri
e Xn'est don
 pas de plein rang, le modèle est surparamétré. Il est évident que :Modèle logistique Laurent Rouvière
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lasses� la 
onnaissan
e de la 2ème 
olonne implique 
elle de la 3ème ;� la 
onnaissan
e des 4ème et 5ème 
olonne implique 
elle de la 6ème.On peut don
 �supprimer� des 
olonnes à X sans �perdre� d'information. Le logi
iel R sup-prime la première 
olonne 
orrespondant 
haque modalité, 
e qui revient à 
onsidérer lamatri
e :
X =

































1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

































Cette nouvelle matri
e est de plein rang (égal à 4), le modèle est 
onstitué de 4 paramètresidenti�ables de manière unique.4. Le modèle est ainsi dé�ni par :
x b1 b2 b3

a1 β0 β0 +Bb2 β0 +Bb3
a2 β0 + Aa2 β0 ++Aa2 +Bb2 β0 + Aa2 +Bb3Table A.8 � Valeur de logit p(x) pour les di�érentes 
lasses.5. Dans le 
as d'intéra
tion la matri
e de 
odage �totale� ou �surparamétrée� va s'é
rire

X =

































1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0































On peut montrer que le rang de 
ette matri
e est m1m2 = 6. Dans sa pro
édure d'estimation,Laurent Rouvière Modèle logistique



A.4 Corre
tion 75R 
onsidère la matri
e :
X =

































1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0































Le modèle est dé�ni par :
x b1 b2 b3

a1 β0 β0 +Bb2 β0 +Bb3
a2 β0 + Aa2 β0 + Aa2 +Bb2 + Aa2 : Bb2 β0 + Aa2 +Bb3 + Aa2 : Bb3Table A.9 � Valeur de logit p(x) pour les di�érentes 
lasses.6. En terme de matri
e de 
odage, le modèle model2 ne 
onsidère que les variables d'intéra
-tions :

X =

































1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0































Il est dé�ni par :
x b1 b2 b3

a1 Aa1 : Bb1 Aa1 : Bb2 Aa3 : Bb3
a2 Aa2 : Bb1 Aa2 : Bb2 Aa2 : Bb3Table A.10 � Valeur de logit p(x) pour les di�érentes 
lasses.Pour montrer que 
es modèles sont équivalents, il su�t de montrer que les logit sont iden-titiques pour 
haque 
lasse dans les modèles model2 et model3.Exer
i
e A.3Corre
tion sous R. Les 
ommandes sont :data<-read.
sv("~/COURS/GLM/TP/
an
erprostate.
sv",sep=";")donnees<-data[,names(data)!="Y"℄donnees[,"rayonx"℄<-fa
tor(donnees[,"rayonx"℄)donnees[,"taille"℄<-fa
tor(donnees[,"taille"℄)Modèle logistique Laurent Rouvière
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lassesdonnees[,"grade"℄<-fa
tor(donnees[,"grade"℄)Y<-fa
tor(data[,names(data)=="Y"℄)model1<-glm(Y~age+a
ide,data=donnees,family=binomial) #2 
ontinuesmodel2<-glm(Y~log.a
id.+rayonx,data=donnees,family=binomial) #1 
ont, 1 qualimodel3<-glm(Y~taille+grade,data=donnees,family=binomial) #2 qualimodel4<-glm(Y~taille+grade+taille:grade,data=donnees,family=binomial) #2 quali+intermodel5<-glm(Y~taille:grade-1,data=donnees,family=binomial) #= modele 4model6<-glm(Y~age+a
ide+age:a
ide,data=donnees,family=binomial) # 2 
onti+intermodel7<-glm(Y~taille:grade-1,data=donnees,family=binomial) #1 inter 
ontinuemodel8<-glm(Y~taille:age,data=donnees,family=binomial) # 1 inter qualit/
ontimodel9<-glm(Y~taille:log.a
id.+rayonx:grade-1,data=donnees,family=binomial)model10<-glm(Y~taille:(age+grade),data=donnees,family=binomial)X_test<-data.frame(matrix(
(61,0.60,1,0,1,-0.51,49,0.86,0,0,1,-0.15,67,0.72,1,0,1,-0.33,51,0.95,1,1,1,-0.05),n
ol=6,byrow=T))names(X_test)<-names(donnees)X_test[,"rayonx"℄<-fa
tor(X_test[,"rayonx"℄)X_test[,"taille"℄<-fa
tor(X_test[,"taille"℄)X_test[,"grade"℄<-fa
tor(X_test[,"grade"℄)PRED<-matrix(0,n
ol=10,nrow=4)for (i in 1:10){PRED[,i℄<-eval(parse(text=paste("predi
t(model",i,",newdata=X_test,type='response')",sep="")))}Le tabeau 
her
hé est la matri
e PRED.round(PRED,digits=2)[,1℄ [,2℄ [,3℄ [,4℄ [,5℄ [,6℄ [,7℄ [,8℄ [,9℄ [,10℄[1,℄ 0.30 0.68 0.29 0.60 0.60 0.30 0.60 0.17 0.67 0.58[2,℄ 0.60 0.35 0.29 0.60 0.60 0.65 0.60 0.33 0.40 0.81[3,℄ 0.29 0.75 0.29 0.60 0.60 0.28 0.60 0.12 0.78 0.45[4,℄ 0.62 0.84 0.64 0.53 0.53 0.69 0.53 0.64 0.91 0.62

Laurent Rouvière Modèle logistique



BibliographieAlbert A. & Anderson D. (1984). On the existen
e of maximum likelihood estimates in logisti
regression models. Biometrika, 71, 1�10.Antoniadis A., Berruyer J. & Carmona R. (1992). Régression non linéaire et appli
ations. E
o-nomi
a.Cadre B. (2010). Statistique, 
ours de m1. Poly. de 
ours, 40 pages, http ://w3.bretagne.ens-
a
han.fr/math/people/benoit.
adre/.Collet D. (2003). Modelling Binary Data. Chapman & Hall.Cornillon P. & Matzner-Løber E. (2007). Régression : Théorie et Appli
ation. Springer.Droesbeke J., Lejeune M. & Saporta J. (2007). Modèles Statistiques pour Données Qualitatives.Te
hnip.Guyon X. (2005). Le modèle linéaire et ses généralisations. Poly. de 
ours, 83 pages,http ://samos.univ-paris1.fr/-Xavier-Guyon-.Hosmer D. & Lemeshow S. (2000). Applied Logisti
 Regression. Wiley.Lejeune M. (2004). Statistique, la Théorie et ses Appli
ations. Springer.Perreti-Watel P. (2002). Régression sur variables 
atégorielles. Poly. de 
ours, 72 pages.Pommeret D. (2008). Régression sur variables 
atégorielles et sur variables de 
omptage. Poly. de
ours, 100 pages.

Modèle logistique Laurent Rouvière


