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Chapitre 1

Rappels et notations

1.1 L’espace (Q, A, P)

On désigne par Q I'’ensemble des épreuves ou événements élémentaires w et par A une tribu sur
Q, c’est-a-dire une classe de parties de Q qui vérifie :

-QLA; _

- [AICAA CA (st@té par complémentation) ;

- [A], CA,n [NF, | A, CA (stabilité par union dénombrable).

L’ensemble des parties de Q, P(Q), est un exemple de tribu sur Q. Une élément A d’une tribu
A sera appelé événement aléatoire (un événement aléatoire est un élément de la tribu mais c’est
un sous-ensemble de Q). Un couple (Q, A) ot Q est un ensemble et A une tribu sur Q est appelé
espace mesurable.

Définition 1.1

Soit C une partie de Q. La tribu engendrée par C est la plus petite tribu contenant C. Cette tribu
peut également étre définie comme 'intersection de toutes les tribus contenant C. On la note 0(C).

Définition 1.2
On appelle tribu borélienne de R, notée Br, la plus petite tribu contenant tous les intervalles de R.
Cette tribu est la tribu engendrée par les intervalles ouverts de R.

Définition 1.3 _
1. On appelle mesure sur (Q, A) toute application définie sur A a valeurs dans Rt = RT [{d oo}
vérifiant la propriété de O-additivité, c’est-a-dire que pour toute suite (A,),mwid éléments
de A deuz a deux disjoints :

—1 1
1 1
M A, = H(AL).
n [N\H! n NOH

2. L’espace (Q, A, ) est alors appelé espace mesurable.

3. St on a de plus W(Q) = 1 alors on dira que W est une mesure de probabilité et que [’espace
(Q, A, ) est un espace de probabilité.

Exemple 1.1

1. Mesure de comptage. Elle est définie sur I’espace (N, P(N)) par
L1
He= 0,

x [N

ot 9, est la masse de Dirac en X : §,(a) = 1 si @ = X, 0 sinon.
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4 Rappels et notations

2. Mesure de Lebesgue. Elle est définie sur I'espace (R, BR) pour tout intervalle Ja, b] par

A(a,b]) =b—a.

1.2 Variable aléatoire

Nous reprenons l’exemple de Montfort (1996), page 30. L’expérience aléatoire consiste a jeter n
fois une piéce de monnaie. L’espace Q = {P,F}" est muni de la tribu P(Q). On s’intéresse ici
simplement au nombre de piles sortis au cours des n jets. On définit QY= {0,1,...,n} et on
considére la fonction

X:Q - Q"
0w B X(w) = nombre de piles dans .

On munit (Q,P(Q)) d’une mesure de probabilité uniforme P, i.e., P(0) = 2% [l Q. Afin de
caractériser le phénoméne d’intérét (nombre de piles), il parait intéressant de définir sur (Q5 P (QY)

une mesure de probabilité P"par
L] ]
A CPQY, PXAY =P X~1(AY .

Cependant, pour que cette définition ait un sens il est nécessaire que X 1(AY [CR(Q). Clest
clairement le cas dans cet exemple mais il est possible d’envisager des cas ot cette condition n’est
pas vérifiée.

Définition 1.4
Soit (Q,A) un espace de probabilité et (Q5AY un espace mesurable. On appelle variable aléatoire
une fonction X définie sur Q & valeurs dans Qtelle que :

AP CAY X 1(AY A,
ou XY AY ={w [CA: X(0) CA} ={X CA}.

Définition 1.5
Soit (Q,A) et (QFAY deux espaces mesurables. Une fonction ¥ définie sur Q a valeurs dans QV
est dite mesurable si :

AP CAY £ 1(AY CA.
Si (QYAY = (R, Br), T sera dite borélienne.

Une variable aléatoire est donc une fonction mesurable définie sur un espace de probabilité.

Définition 1.6
Soit (Q, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire définie sur Q et a valeurs dans
QY On appelle loi de probabilité Px de X la mesure image de P par X :

AP CAY: Px(AY = P(X™1(AY) = P(X CAD.

Proposition 1.1

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité (Q, A, P) a valeurs dans
(R, BR). Alors X Y(BR) est une tribu sur Q : c’est la tribu des événements engendrés par X. Elle
est notée a(X).

Laurent Rouviéere Probabilités générales



1.3 Intégration 5

1.3 Intégration

Définition 1.7
Soit T borélienne définie sur un espace mesurable (Q,A). T est appelée fonction A-étagée (ou
étagée) sur Q si elle est combinaison linéaire finie de fonctions indicatrices de parties A-mesurable
de Q, i.e.,

1

f = ailAi

i=1
ot les Q; sont des réels et les A; des éléments de A. On désigne par ET l’ensemble des fonctions
mesurables étagées positives.

Théoréme 1.1 _
Soit T une application définie sur (Q,A) a valeurs dans (R, Bg).

1. Si T est positive, elle est mesurable si et seulement si elle est limite d’une suite croissante
d’applications mesurable étagées positives.

2. T est mesurable si et seulement si elle est limite d’une suite de fonctions mesurables étagées.

Définition 1.8
Soit (Q, A, ) un espace mesuré et ¥ une application de &F. On appelle intégrale de ¥ par rapport

a W, Uapplication définie sur &+ a valeurs dans RY par
- L]  —
I(F)= fdu= . f@dp) = op(A).

i=1

Définition 1.9
Soit p une mesure sur (Q,A) et £ CIMT ’ensemble des applications mesurables positives définies

sur (Q, A)a valeurs dans RT. On appelle intégrale de ¥ la quantité
1 H| 1
I(f)= fdu=sup hdu:h CEf,h<f

Proposition 1.2
Soit £ CINNT et (h,), myune suite croissante d’éléments de &' telle que £ =1im,,_ o h,. Alors :
1 1
fdu= lim h,du.

n — 0o

Théoréme 1.2 (Beppo-Lévi)
Soit (F,), mrune suite croissante d’éléments de M™ et £ =1im,,_ o T,. Alors
1 1
lim f,du= fdu

n —» oo

On note M l'ensemble des application mesurables & valeurs dans F_Q, ft = max(0,f) et f~ =
max(0, —T).

Probabilités générales Laurent Rouviere



6 Rappels et notations

Définition 1.10
Soit £ LINN. T est dite p-intégrable si :
] 1

ffdu<+oo et f~du < +oo.

L’intégrale de € par rapport a W est la quantité :
1] 1] 1]

I(f)= fdu= frdu— fF dp

On note L1(Q, A, W) l'ensemble des fonctions de M U-intégrables.

Proposition 1.3 ]
T est u-intégrable si et seulement si  |F|dU < +oo.

Exemple 1.2
1. Intégrale par rapport a4 une mesure discréte. Une mesure [ est discréte si elle est de

la forme :
1
= Pl
n=1
ou les p,, sont positifs et w, Alors [F1[CIWA :
L 1
. f(w)du@) = p.f(w.).
n=1

T est donc intégrable si et seulement si la série de terme général p,f(w,) est absolument
convergente.

2. Intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue.
] )
LiandA=A(a, b)) =b—a= dx.
L’intégrale de 1;,, par rapport a la mesure de Lebesgue est égale a 'intégrale de Riemann.
Plus généralement, si T est Riemann-intégrable sur Ja, b[, elle est Lebesgue-intégrable sur
]a, b[ et les deux intégrales coincident :
- )
F(X)dA(X) = T(x) dx.
la,b[ a
Définition 1.11
1. Soit (Q, A, ) un espace mesuré. Un élément A de A est dit U-négligeable s’il existe B LA
tel que A [ Blet u(B) = 0.
2. Une propriété T1 définie sur Q est dite vraie U-presque partout si 'ensemble {& [Q :
M(w) est fausse} est U-négligeable. Si W est une probabilité, on dit que la propriété est vraie
presque strement.

Théoréme 1.3 (Théoréme de convergence dominée ou de Lebesgue)
Soit g une application U-intégrable et (F,), moune suite d’applications mesurables telles que :

[nICNF, [f,]<g u—p.p.

On suppose en outre que (F,), aconverge L — p.p. vers une application mesurable T. Alors

Laurent Rouviéere Probabilités générales



1.4 Mesure définie par une densité 7

1. T est p-intégrable ;
2. On a ] ] 1
lim [f, — Fldu=0 ou encore lim f,du= fdu.

n — +oo n — 4oo

Théoréme 1.4
1. Soit (f,), mywune suite d’applications mesurables positives. Alors

Ll—— —&h
f,du= T, du.
n [N n [N

2. Si (F,)n moest une suite d’applications intégrables vérifiant

=h
[F.ldyt < +oo,
n [N'H

alors la série | Fn converge 0 — p.p., sa somme est intégrable et
Hr—a —=h
f,du= T, du.
n [N1H! n [N1H

1.4 Mesure définie par une densité

Définition 1.12
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré et ¥ CINNT. Alors Uapplication v : A - RY définie par
]
V(A) = fdpu
A

est une nouvelle mesure sur (Q, A) appelée mesure de densité ¥ par rapport a W.

Théoréme 1.5
Soit Vv une mesure de densité par rapport a (. Alors

[Al CA, p(A) =0 [Cu@A) = 0.

Lorsque la propriété précédente est vérifice, on dit que V est absolument continue par rapport a |
(v i

Théoréme 1.6 (Radon-Nikodym)
Soit ) une mesure 0-finie et V une mesure sur (Q, A) absolument continue par rapport a (. Alors
il existe une application T positive, unique a une (-équivalence pres telle que :

]

[AICA, v(A)= fdu
A
Le résultat demeure vrai si V est O-finie et si V est finie alors T est U-intégrable. T est appelée
dérivée de Radon-Nikodym de V par rapport a | et sera notée
dv

fI@ ou dv = fdu.

Probabilités générales Laurent Rouviere



8 Rappels et notations

Exemple 1.3 (Loi absolument continue)
Soit X une v.a. de loi Py. D’aprés le théoréme précédent, X admet une densité T par rapport a
la mesure de Lebesgue. T est de plus A-intégrable et on a

L1 L1

[Bl [Bk, Px(B)= dPy= fdA
B B

Exemple 1.4 (Loi discréte)
Soit X fneqv.a. discréte a valeurs dans (N, P(N)). Px est finie, la mesure de comptage sur N

He = , xPn est O-finie. Par conséquent, il existe une densité p.-intégrable valant pour tout
k NI .

P

X = P(X = k).

du.

On retrouve bien
1
KIENL Py ({k}) =P(X =k) 3, ({k}) = P(X =K).
k [N

1.5 Espérance mathématique

Définition 1.13
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) et a valeurs dans (R, Br). On définit [’espérance mathématique
de X comme l'intégrale de X par rapport a P :

L]
E[X]= X(w)dP(w)
Q

sous réserve que E[|X]] < +oo.

Un espace probabilisé (Q, A, P) est souvent abstrait et dans de nombreux cas, il est difficile (voir
impossible) d’expliciter Q ou A. 1l est alors pratique d’effectuer les calculs sur Iespace image
(souvent (R, Br)). Le théoréme de transfert justifie le passage de I'espace abstrait a 1’espace image.

Définition 1.14
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré, (Q5AY un espace mesurable et ¥ une application mesurable de
(Q, A) dans (QYAY. On appelle mesure image de | par T la mesure v sur (Q5AY définie par

& AT v(AY = i A

On remarque que la loi d’une variable aléatoire X définie sur (Q, A, P) est la mesure image de P
par X.

Théoréme 1.7 (Théoréme de transfert)
On reprend les notation de la définition précédente. Soit h une application mesurable définie sur
(QYAY. Alors h est v-intégrable si et seulement si h o f est p-intégrable et on a de plus

L] L]

hdv = heofdu.
ol Q

Laurent Rouviéere Probabilités générales



1.5 Espérance mathématique 9

Corollaire 1.1
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) et & valeurs dans (Q5 AY et de loi Px. Soit h une application
de (Q5AY dans (R, Br). Alors l’espérance mathématique de h o X existe si et seulement si h est

P x-intégrable et on a 1
Elh-X]=Eh(X)]= hdPy.
Qu
En particulier, si (QYAY = (R,BR), on a
1]
E[h(X)]= h(x)dPy.
R

Exemple 1.5 (Loi discréte) 1
Si Px [pbur (N, P(N)) alors E[h(X)] existe si et seulement si | Pn|n(N)| < +o0 et

 —
E[h()] = p.h(n).

n [N

Exemple 1.6 (Loi continue)
Si Px [CAdur (R,BR) alors E[h(X)] existe si et seulement si h.f est A-intégrable (f désigne la
densité de X). On a alors ]

E[h(CX)] = h(X)F(X) dA(X).

R

Probabilités générales Laurent Rouviere






Chapitre 2

Variables aléatoires continues

Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) est une application X : (Q, A, P) - (R, BR) telle que pour tout
borélien B de Br 'ensemble X 1(B) = {o [: X(w) [CBI} appartient & A. La tribu Borélienne
étant engendrée par les intervalles ]|—, oo, b[, b [CRl, on peut également définir une variable aléatoire
réelle comme une application X : (Q, A, P) - (R, BR) telle que pour tout réel b, X !(]—oo, b[) [CA.
Il découle que les propriétés algébriques usuelles telles que la composition par une fonction réelle
mesurable conservent la notion de variable aléatoire (si X et Y sont deux v.a.r. et A [CR alors
AX, X +Y, XY, |X], X" exp(X) sont des v.a.r.).

Si X est une v.a.r, on rappelle que I'application Px : Bg — [0, 1] définie par Px(B) = P (X~1(B))
est une mesure de probabilité sur (R, BR). Cette mesure de probabilité est appelée loi de probabilité
de X. On dit également que X suit la loi de probabilité Px et on note X [Pl.

Remarque

Pour toute mesure de probabilité Q sur (R, Br), il existe un espace de probabilité (Q, A, P) et une
variable aléatoire X : (Q, A, P) - (R, BR) telle que Px = Q. On peut ainsi parler (c’est ce qui est
fait en général) de v.a.r. X ayant une loi de probabilité Py sans spécifier I'espace de probabilité
(Q, A, P) sur lequel X est défini. En revanche, il est clair que X n’est pas 'unique v.a.r. vérifiant
Px = Q : une v.a.r. n’est donc pas déterminée par sa loi.

2.1 Fonction de répartition, fonction de masse, fonction de
densité

2.1.1 Fonction de répartition d’une v.a.r.

Définition 2.1
Soit X : (Q,A,P) - (R,BRr) une v.a.r. On appelle fonction de répartition de X la fonction
Fx :R - [0,1] définie par

F(X) =Px (] —oo,Xx]) = P(X = Xx).

Proposition 2.1
La fonction de répartition F d’une v.a.r. X satisfait les propriétés suivantes :

1. XICR 0=sFX)<1;
2. Fx est une fonction croissante, continue a droite en tout point X [Rl;
3. lim,_ —oo F(X) =0 et lim,_ o F(X) = 1.

Probabilités générales Laurent Rouviere



12 Variables aléatoires continues

Proposition 2.2
Pour toute fonction F vérifiant les 3 assertions de la proposition précédente, il existe une unique
loi de probabilité Q sur (R, Bg) telle que F(X) = Q (] — oo, X]).

On déduit de cette proposition que la loi d’une v.a.r. est entiérement déterminée par sa fonction
de répartition.

2.1.2 Fonction de masse et classification des v.a.r.

Définition 2.2 (fonction de masse d’une v.a.r.)
Soit X : (Q,A,P) - (R,Bg) une v.a.r. On appelle fonction de masse de X la fonction

My :R - [0,1]
x 3 P(X =x) = Fx(X) — Fx(x—)

Proposition 2.3
S1 X est une v.a.r., alors l'ensemble Dx des points de discontinuité de sa fonction de répartition
vérifie

Dx = {x [R: nx(x) > 0}.

De plus cet ensemble est fini ou dénombrable.

Définition 2.3
1. Si Dx = L_bn dit que la loi de X est diffuse.

2. 81 P(X [Dx) = iy Wx(X) =1, on dit que la loi de X est discréte (son support est
SX == Dx)

On peut montrer aisément que pour a,b Rl on a
P(X 0alb]) = Fx(b) —Fx(@), P(X [d,b]) =Fx(b) —Fx(a) +nx(a),
P(X 0alb)) = Fx(b) —nx() —Fx(a), P(X La,b]) = Fx(b) —nx(b) — Fx(a) + nx(a).
En particulier, si la loi de X est diffuse, on obtient

P(X alb]) = P(X []4,b]) = P(X Oalb) = P(X L4, b[) = Fx(b) — Fx(a).

Proposition 2.4
Pour toute v.a.r. de loi de probabilité Q, il existe a L]Q, 1], Qq une loi discréte et Qo une loi diffuse
tels que Q = aQ; + (1 — a)Qq. Si a LUIL[ la loi est dite mixte.

Exemple 2.1
1. Si X suit une loi uniforme sur [0, 1] alors

1
[01six<0
Fx(X) = i si0l=x<1
six=1

Par conséquent Dx = [dt la loi de X est donc diffuse.

Laurent Rouviéere Probabilités générales



2.1 Fonction de répartition, fonction de masse, fonction de densité 13

2. Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p [JOJ1].

ol ______ T RREEEEE
F1G. 2.1 — Fonction de répartition de la loi de Bernoulli B(p).

On a clairement Dx = {0, 1} et P(X [Dy) = 1. X est donc une loi discréte.

3. Soit X une v.a.r. dont la fonction de répartition est donnée par

1
% six<0
Fo(x) = /4 si0=sx<1/2
XA %4+3x/4 sil/2<x<1
six=1
On a Dy ={1/2} et P(X [Dx) =1/48 1. X est une loi mixte :
1 3
Px = 251/2 + ZU[O,u-

Les variables aléatoires discrétes ont été traitées en détail dans le cours de “Statistique 1”. Dans
ce chapitre, nous allons nous intéresser a des v.a.r. de lois diffuses particuliéres : les v.a.r. de lois
absolument continues. Les lois diffuses non absolument continues sont dites singuliéres.

2.1.3 Loi absolument continue - densité de probabilité

Avec un léger abus de langage, on dit que la loi de probabilité Py d’une v.a.r. est absolument
continue lorsqu’elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A. D’aprés le
théoréme de Radon-Nikodym, pour ce type de loi de probabilité, il existe une fonction fx positive
et intégrable telle que pour tout X LRI,

1] 1]

Fx(X) = dPy = (1) dA().

}—0071;} }—0071;}
Cette fonction Fy est appelée densité de la loi Px (ou par abus densité de X).

Proposition 2.5
Soit X une v.a.r absolument continue de fonction de répartition Fx et de densité Tx. Alors
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14 Variables aléatoires continues

1. FI:IX est A — p.p. dérivable avec F{ =fx A—p.p.;
r Fx(AA() =1 et P(X 4, 0]) = | Fx () dA(T);

3. Tx est unique a une N-équivalence prés. Tx caractérise donc la loi de X a une A-équivalence
pres
4. 81 Fx admet en tout point de R une dérivée continue, alors la loi de X est absolument

continue. La réciproque est fausse : on peut juste dire que si Px est absolument continue,
alors F (X) est continue.

5. La loi de X est diffuse et son support est défini par Sy = {x [RI: fx(X) > 0} (il existe des
lois diffuses non absolument continues, voir par exemple ’escalier de Cantor).

Proposition 2.6
te fonction réelle positive, d’une variable réelle, intégrable au sens de Lebesque et telle que
r FAO) AA(Y) =1 est la densité d’une loi de probabilité.

On rappelle que si M. désignelJraﬂesure de geptage sur Z alors pour une loi Py de support
inclu dans Z on a Px(B) =  5Mx(X) = Zmxdy.. Il est donc possible de regrouper I'étude
des lois discrétes et celle des lois absolument continues. Cependant, d’un point de vue pratique
(notamment calculatoire), 'étude de ces deux types de lois différent (calcul d’espérance et de
variance par exemple). C’est pourquoi on donnera a la suite de chaque résultat les différentes
expressions selon que la variable est discréte ou absolument continue.

2.2 Espérance - moments d’une v.a.r.

2.2.1 Définition

On considére un espace de probabilité (Q, A, P), X une v.a.r. définie sur cet espace de loi de
probabilité Px.

Définition 2.4 (Espérance mathématique)
Soit X une v.a.r. P-intégrable. On appelle espérance mathématique de X, notée E[X] l'intégrale
de X par rapport a P : ] 1

E[X]= XdP= X(0)dP().
Q

Le théoreme de transfert permet de calculer ’espérance mathématique sans connaitre I'espace de
probabilité sous-jacent.

Proposition 2.7
Soit X une v.a.r. P-intégrable. On a alors

1
E[X]= xdPx(x).
R
Remarque

1. I’espérance mathématique vérifie toutes les propriétés de I'intégrale, en particulier la linéarité
et la monotonie;

2. L’espérance mathématique s’interpréte souvent comme un indicateur de centralité. On parle
souvent, de “valeur moyenne” de X ;
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2.2 Espérance - moments d’une v.a.r. 15

3. Si A [CA, on a P(A) = E[1.4];
4. Soit ¢ une fonction réelle mesurable définie sur (R, Bg). Alors ¢(X) est aussi une v.a.r.

définie sur (Q, A, P). Par suite, si ¢(X) est P-intégrable, elle posséde une espérance
1 1

Elp(X)] = ¢(X)dP = R<I>(X)0|Px(X)-

Exemple 2.2 (Calcul de I’espérance pour une loi discréte)
i est une loi discréte de fonction de masse Ty et de support Sy (Px = - Tx(X)d,) et si
o5y [XITx (X) < +oo, alors E[X] existe et

1
E[X] = XTx (X).
x [S3k

Exemple de la loi de Bernoulli ou du dé a 6 faces équiprobables.

Exemple 2.3 (Calcul de I’espérance pour une loi absolument continue)
Si Px est une loi absolument continue, de densité Ty et si X B [X|Ffx(X) est A-intégrable, alors
E[X] existe et 1

E[X]= xfx(X)dA(X).
R
Exemple de la loi uniforme ou de la loi normale.

Définition 2.5
Si |[E[X]| < +o0, on dit que X a une espérance finie. De plus

1. Si E[X] existe et E[X] =0, la v.a.r. X est dite centrée;

2. Si E[X] existe, on dit qu’on centre ou recentre X lorsqu’on lui retranche E[X].

Il est clair que |E[X]| < E[|X]]. La proposition suivante nous donne une inégalité plus générale.

Proposition 2.8 (Inégalité de Jensen)
Soit X une v.a.r. a valeurs dans un intervalle ]a,b[ d’espérance finie et @ une fonction réelle
converxe sur |a,b[. Alors

¢ (E[X]) = E[9(X)].
Rappels :

1. ¢ est convexe si et seulement si [X], Xy le segment [A;, Ag] (A; = (X;, §(X;)), 1 = 1,2) est
situé au dessus de la courbe représentative de ¢. Ou encore ¢ est convexe si et seulement si
[, Xo, [AILT0, 1]

O(AX1 + (1 = A)x2) = AD(X1) + (1 — A)d(X2).

2. ¢ est dite concave si et seulement si —¢ est convexe. On déduit donc que si ¢ est dite concave
alors

¢ (E[X]) = E[¢(X)].

On introduit maintenant d’autres caractéristiques d’une v.a.r. X qui permettent de rendre compte,
entre autre, de sa dispersion.

Proposition 2.9 s
Soit r et r°’CRlavec 0 <r <rY Si E |[X|" < +oo alors E[|X]|"] < +oo,
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16 Variables aléatoires continues

Définition 2.6 (Moments)
1. Soita,r Rl SiE[|X]|"] < +o0o, on appelle moment d’ordre r de X la quantité E[X"] < +oo ;

2. Lorsque E[|X —a|"] < +oo, on appelle moment centré en a d’ordre v de X la quantité
EI(X —a)T;

3. Lorsque E[|X|] < +oo et a = E[X], on parle de moment centré de X.

Définition 2.7 (Variance - écart-type)
Le moment centré d’ordre 2 de X est appelé la variance de X et noté V[X] :

] ]
V[X]=E (X —E[X])” .
Sa racine carrée positive est appelée ’écart-type de X, noté a[X].

Exemple 2.4
1. Loi de Bernoulli : V[X]=p(1 —p);

2. Loi uniforme sur [0,1] : V[X] = 1/12;
3. Loi uniforme sur [1/4,3/4] : V[X] = 1/48;

La variance peut s’interpréter comme une mesure de dispersion d’une v.a.r. On retrouve bien que
la loi uniforme sur [1/4, 3/4] est moins dispersée que la loi uniforme sur [0, 1].

Proposition 2.10
Il découle de la définition précédente les assertions suivantes.

1. MR, V[aX] = a2V[X];
2. [@LCR, V[a+ X] = V[X];

3. V[X] =0 si et seulement si X est une v.a.r. presque sirement constante (X = E[X] p.s.).

Définition 2.8
Si E[X] =0 et V[X] =1, on dit que X est centrée réduite.

Si E[|X]] < +o0 et V[X] < +o0, alors la v.a.r.

X — E[X]
o[X]

est centrée réduite.

La proposition suivante nous donne une autre maniére (souvent utilisée) de calculer la variance.

Proposition 2.11
X a un moment d’ordre 2 fini si et seulement si son espérance mathématique et sa variance existent
et sont finies. On a alors

VIX] = E[X?] — (E[X])*.
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2.3 Médiane - quantiles d’une v.a.r. 17

2.2.2 Inégalités faisant intervenir les moments

Les moments permettent de donner une indication sur la dispersion d’une variable. Cette derniére
peut par exemple étre précisée a I'aide des inégalités suivantes.

Théoréme 2.1 (Inégalité de Markov)
Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a >0

E[X
P(X=a)< L
a
Preuve. On a
1 L] L]
E[X] = xdPx(x) = xdPx(x) + X dP x (X).
R+ [0,a] [a,+oo]
D’ou 1] L1
E[X]= xdPx(xX) =a dP x ().
[a,+oo] [a,+oo]
|
Théoréme 2.2 (Inégalité de Bienaymé-Chebychev)
Si E[X?] < +o00, alors on a pour tout réel a >0
V[X
P(|X —E[X]|>a) =< 6[12 .
Preuve. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Markov & la variable aléatoire (X — E[X])?.
|

La majoration de I'inégalité de Bienaymé-Chebychev n’est généralement pas treés fine. Il est souvent
préférable d’utiliser I'inégalité de Chernoff (voir TD1).

2.3 Meédiane - quantiles d’une v.a.r.

L’espérance est une mesure de tendance centrale d'une v.a.r. Cependant, elle se révéle peu infor-
mative dans certains cas (il est par exemple assez facile de voir que l'espérance est sensible aux
valeurs aberrantes). Il est souvent nécessaire d’étudier d’autres mesures de tendance centrale.

Définition 2.9 (Médiane)
On appelle médiane d’une v.a.r. X tout réel M qui vérifie

1

1
PX<M)=5 o PX=M)=_.

En particulier, lorsque la fonction de répartition Fx est strictement croissante, la médiane M est
lunique solution de Fx(M) = 3.

Exemple 2.5
1. Si Px = 1/4%, + 1/2%, + 1/46, alors M = 1;

2. Si PX = 1/460 + 1/461 + 1/262 alors M I:I_]], 2[,
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18 Variables aléatoires continues

3. Si Px = U alors M = 1/2.
Définition 2.10 (Quantiles)
Pour a LQ)1[, on appelle quantile d’ordre & de X tout réel 0, qui vérifie
PX=g)=a e¢ PX=g)=1—-aq.

On remarque que la médiane correspond au quantile d’ordre % De méme les quartiles de X
1

correspondent, aux quantiles d’ordre ; et %. De plus, lorsque la fonction de répartition Fyx est

strictement croissante, (, est 'unique solution de Fx(X) = a.

2.4 Calcul de lois

Etant donné une v.a.r. X de loi Px et ¢ une fonction réelle mesurable, on se pose dans cette partie
le probléme de trouver la loi P,x) de la v.a.r. ¢(X).

2.4.1 Cas discret

Pour une variable discréte, on cherche directement a exprimer P(¢(X) =y) pour tout y [ P(Sx)
a l'aide des propriétés de base des probabilités.

Exemple 2.6
Si la loi de X est donnée par le tableau 2.1

Sx| -1 ] 0] 1] 2
nx || 1/5]1/5]2/5]1/5

TAB. 2.1 — Loi de X.

alors la loi de Y = X2 est donnée par le tableau 2.2

Syl o[ 1| 4
my || 1/5]3/5]|1/5

TAB. 2.2 — Loide Y = X2,

2.4.2 Cas absolument continu
Utilisation de la fonction de répartition

La fonction de répartition détermine entiérement la loi d’une v.a.r. L’approche proposée consiste
a exprimer la fonction de répartition F,x) en fonction de Fx. La fonction de densité s’obtient
par fx = FZ A—p.p.. On peut aussi utiliser cette approche pour déterminer la fonction de masse
d’une variable discréte.

Exemple 2.7

Soit X une v.a.r. de loi uniforme sur [0,1]. On s’intéresse a la loi de Y = X2. On a pour tout

t [0, 1], v_ A
Fy()=PY <st) =PX?’st)=PX = T)= t.
La densité de Y est donc

1
fy(t) = 24'%1[0,1} (®).
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2.4 Calcul de lois 19

Utilisation de la mesure image

On suppose que le support de X est un ouvert U de R, la densité de X est donc de la forme
fx(X)1y(X). On suppose de plus que ¢ : U — V est un diffecomorphisme (fonction bijective et
différentiable). On a alors le théoréme de changement de variable.

Théoréme 2.3 (changement de variable)
Sous les hypothése présentées ci dessus on a :
1] 1]

fy)dy = . F(90)) |6 ()] dA(X)

1%
et ] 1] =
F(X) dA(x) = Vf(¢_1(Y))I ¢ T(YIdA®Y).

U
On obtient la densité de Y & 'aide du théoréme suivant.

Théoréme 2.4
La loi Py de Y est la mesure image de Px par ¢ (Py = Px o 7). On déduit du théoréeme de
changement de variable

C]
fr(y) =@ O ¢ @(Y)I-

Exemple 2.8
Refaire ’exemple 2.7 en utilisant le théoréme précédent.

Utilisation de la fonction muette

Comme pour toute fonction mesurable bornée h on a
1]
Eh(X)] = h()fx(x) dA(x),

R

il suffit de trouver une fonction g telle que pour toute fonction borélienne bornée h on ait
1

Eh (@)D= hy)gly) dA(y).

R

Par identification, on pourra alors affirmer que g est la densité de ¢p(X). Cette fonction g n’est
pas toujours facile a trouver. Cependant, dans le cas ot le support de X est un ouvert U et ¢ est
un difféeomorphisme de U sur un ouvert V, la fonction g s’obtient facilement a 1’aide d’un simple

changement de variable :
|, g
o (Y)%A(Y)-

1 L] . I
Eh@X)NI=  h(@)Fx()dAx) = hy)fx ¢'(¥)
U
Par identification, la densité de Y = ¢(X) est donnée par y B Fx (¢71(y)) ap_l)m(y) av(y). On
retrouve bien la densité du théoréme 2.4.

[ TH

\%

Exemple 2.9
On se replace dans le cas de 'exemple 2.7. On a
D ) |:| I:‘I ) I:‘l 1
E h(X?) = h(x*)dx = h(y)fv/? dy.
0 0
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Chapitre 3

Vecteurs aléatoires

On généralise les notions introduites au chapitre 2 a des vecteurs aléatoires.

3.1 Généralités

On appelle variable aléatoire & valeurs dans R™ ou vecteur aléatoire & n dimensions toute applica-
tion X : (Q, A, P) - (R", Bgn) telle que pour tout borélien B de R", X 1(B) = {w [J: X(w) [
B} [CA. Pour tout i [{1,...,n}, on note T; la projection canonique

m:R" - R
X=(X1,..., %)’ B X;.

On note X; = m;(X),i =1,...,n. On a alors X = (Xq,...,X,) et X est mesurable si et seulement
si les v.a.r. X; le sont. Les X; sont des variables aléatoires réelles appelées variables aléatoires
marginales.

Comme pour les v.a.r., 'application

Py :Bgrn - [0,1]
B B Px(B) =P(X"'(B))

est une mesure de probabilité sur R™ appelée loi de probabilité ou loi conjointe du vecteur X.
L’espace (R™, Bgrn, Px) est un nouvel espace de probabilité. De plus, pour toute mesure de pro-
babilité Q sur (R", Bgrn), il existe un espace de probabilité (Q,A,P) et un vecteur aléatoire
X 1 (Q,AP) - (R",Bgrn) tel que Px = Q. Par conséquent, comme pour les v.a.r. on peut
parler de vecteur aléatoire X ayant une loi conjointe Py sans spécifier ’espace de probabilité
(Q, A, P) sur lequel X est défini.

Proposition 3.1
Pour tout borélien B de Bgr, on a

Px,(B) =Px(m'(B)), i=1,...,n.
Ainsi la loi conjointe du vecteur aléatoire X permet de déterminer les lois Px,,...,Px, des va-
riables aléatoires marginales Xy, ..., X,,. Ces lois sont appelées lois marginales de X. La réciproque

est cependant fausse : la connaissance des lois marginales ne déterminent pas la loi conjointe P x.
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22 Vecteurs aléatoires

3.2 Fonctions de répartition - densités

3.2.1 Fonctions de répartition

Dans la suite, X : (Q, A, P) - (R", Brn) désigne un vecteur aléatoire a n dimensions.

Définition 3.1 (fonction de répartition conjointe)
On appelle fonction de répartition de X la fonction

Fx:R" - [0,1]
X1,..,X,) B Px(]—o0,X1] ... xX]—00,X%,]) =P(X; = Xq,..., X, < X,).
Proposition 3.2
La fonction de répartition Fx satisfait les propriétés suivantes :
1. Pourtout X (R, 0=Fx(X)<1;
2. Fx est une fonction croissante (au sens large), continue a droite en chacun de ses arguments ;
3. Fx tend vers 0 lorsque un de ses arqguments X; tend vers —oo ;

4. Fx tend vers 1 lorsque tous ses arguments X; tendent vers +oo.

Proposition 3.3
La fonction de répartition conjointe caractérise la loi conjointe.

Proposition 3.4

Pouri=1,...,n, on a
Fx,(X;) = lim  Fx(Xq,...,Xp).
Tj —»00,jB1
Ainsi, la fonction de répartition conjointe d’un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,) détermine les
fonctions de répartition Fy,, ..., Fy, des lois marginales (ces fonctions de répartition sont appelées

fonctions de répartition marginales).

Par commodité d’écriture, on ne considére dans la suite que des couples aléatoires (n = 2). Les
notions s’étendent aisément au cas général.

3.2.2 Cas discret

Définition 3.2
La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (X1, Xy) est dite discréte s’il existe un sous-ensemble
Sx de R? fini ou dénombrable tel que pour tout (Xi,Xs) [CSk on a

| —
Px(X1, %) >0 et Px (X1, %) = 1.

(z1,72) [S3k

L’ensemble Sx est appelé le support de X.

Remarque
Un couple aléatoire a une loi discréte si et seulement si ses lois marginales sont discrétes.
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Proposition 3.5 (Calcul des lois marginales)

Soit X = (X1, X3) un couple aléatoire de loi Px discréte. On désigne par Sx, le support des lois
marginales X;, 1 = 1,2. Alors Sx [Sk, % Sy, et
1 1
x| [Sk,, Px, (X)) = Px(Xi,X2) et [xd [Sk,, Px,(X2) = P x (X1, X2).

x2 [Sk, z1 Sk,

Exemple 3.1

1. Soit X = (Xy, Xs)"un couple aléatoire dont la loi Px est uniforme sur le support Sy =
{(—1,0),(0,1),(0,—-1), (1,0)}, c’est-a-dire,

1 1 1 1
PX = 25(_170) —+ 25(0,1) + 26(07—1) + 26(1,0)-

On obtient les lois marginales en sommant les lignes et colonnes du tableau 3.1.

X, Xl o | Px,
-1 0 [1/4] 0 [ 1/4
0 1/4] 0 [1/4]] 1/2
1 0 [1/4] 0 |[ 1/4

| Py [[U4]12]1A] |

TAB. 3.1 — Loi conjointe et lois marginales de X.

2. On considére maintenant un couple aléatoire Y = (Y, Y3)”dont la loi est donnée par le
tableau 3.2.
Y
Y, Il -1 oo 1 || Py
-1 1/16 | 1/8 | 1/16 || 1/4
0 1/8 | 1/4| 1/8 || 1/2
1 1/16 | 1/8 | 1/16 || 1/4
[ Pv [[U4]12]14] |

TAB. 3.2 — Loi conjointe et lois marginales de Y .

On a clairement Py, = Py, et Py, = Py,. Or Px B Py, on retrouve bien sur ces deux
exemples que les lois marginales ne caractérisent pas la loi conjointe.

3.2.3 Cas absolument continu

Définition 3.3

La loi conjointe Px d’un couple aléatoire X = (Xy, Xy3) est dite absolument continue si elle est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque sur (R?, Brz).

Théoréme 3.1 (Radon-Nikodym)

La loi conjointe d’un couple aléatoire X = (X, Xy) est dite absolument continue si et seulement
st il existe une fonction Tx positive et Iiﬂ—tléi_?l“able telle que pour tout borélien B de R?,

Px(B) = fo(xl, X2) d)\(Xl) d)\(Xg) (31)
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Définition 3.4
On appelle densité conjointe de X toute fonction Fx qui vérifie (3.1).

Proposition 3.6
1. Une densité intéegre a 1 : [

T (X1, X2) dA(X1) dA(X2) = 1;

2. La fonction de répartition s’obtient en intégrant la densité comme suit :

1 1
Fx(X1,X2) = T (X1, X2) dA(X7) dA(X2);
]—oo7$2} ]—oo7$l}

3. Si Tx est continue en (X1,X3) alors

0Fx

m(xh X2);

Fx (X1, X)) =

4. Si Fx est de classe C? sur R?, alors la loi de X est absolument continue et

0Fx
aXlaXQ

Fx (X1, X2) = (X1, X2);
5. A une équivalence prés pour la mesure de Lebesque sur R?, la fonction fx caractérise la loi
jointe Px.

Proposition 3.7

Toute fonction fx de R? dans R, positive, intégrable et telle que
1

] T (X1, X2) dA(X;) dA(X2) =1

R

est la densité d’une loi absolument continue sur (R?, Bgz).

Proposition 3.8 (Calcul des lois marginales)
Si le couple X = (Xq, Xs) admet une loi conjointe absolument continue, alors ses lois marginales
sont absolument continues et sa densité détermine les densités des lois marginales (appelées densités
marginales) :
1 1
Ty, (X)) = ] Tx (X1, X2) dA(X2), Tx,(X2) = ] Tx (X1, X2) AA(X1).
Exemple 3.2
1. Soit X un couple aléatoire de loi uniforme sur D = [0,1]%. On a alors fx(X) = 1p(X).
Déterminons la fonction de répartition ainsi que les lois marginales de X.
— La fonction de répartition est donnée par

L1
) siX1<00uX2<0
XX SiOSX1S1etOSX2S1
Fx(X)= x4 si0sxi<letx,>1
X% SiOSXgSletX1>l
1 siX; =>1et Xy >1.
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— On obtient les marginales & 1’aide de la proposition 3.8 :
] ]

Fx,(X1) = 1p(Xi, X2) dXo = 1 11(X1)  Lpo,1(X2) dXo = Lyg.11(X1),
R R

et fXZ(XQ) = 1[071} (XQ).
2. Soit Z = (X,Y )"un couple aléatoire dont la loi est donnée par la densité

f2(2) = ad

1O<y<g3<2

— Déterminons la fonction de répartition au point (Xg,Yp). Il faut distinguer plusieurs cas
(nous en simplement deux un). Si 0 <y, < Xy < 2. La fonction de répartition s’obtient en
intégrant la densité sur le domaine hachuré.

Yot <

e e

S
e e e e B e e B e
T T T T T T S T S S S S TS SIS S S S sSSSSESSss
e e e
T T T e e T e e T e T T
I T T e T T S T T S S S S SSSS S SSSSSSSSSSss
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
T T T T e e T e e e e e s

0 L&

0 Xo 2

F1G. 3.1 — Domaine d'intégration.

On peut calculer cette intégrale de deux maniéres différentes (au moins) :

)

0 % 2
Fz(Xo,Yo) = XY ax dy = yi(ng —y2)
0 4 2 16
ou ) =) ), O,
0 X 0 X 2
Fz(Xo,Y0) = —ydydx+ —ydydx = yL(ZXO—yO)
o o 2 w o0 2 16
En répétant ces calculs sur les différents ensembles, on obtient
1
f siXx<Oouy<O0
9 2x2—y?) si0sysx<?2
Fz(Xy) = —£(8-y?) si0sy=s2<x
= si0sx<syetx<2
T SiX=2ety=2.
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— Les marginales sont

3
fx(x) = 71[0,2] x) et fy(y)= %(4 - y2)1[0,2](Y)-

— Calcul de P(Y > X?2). On a
L1
P(Y > X% = f2(X,y)1,=,2 dx dy.
R R

Il suffit donc d’intégrer la densité sur le domaine représenté sur la figure 3.2.

1
y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 l \i/_ |
0 y y 1
FI1G. 3.2 — Domaine d'intégration.

On obtient 2 |j1_| ljg Xy )
> = = = —.
P(Y > X9) > dx dy 13

0 vy
3.3 Espérance - moments d’un vecteur aléatoire

3.3.1 Espérance

Définition 3.5
On dit que X = (Xq,...,X,) posséde une espérance mathématique si ses variables marginales
Xy, ..., X, possédent une espérance mathématique. On pose alors

E[X] = (E[X4], ..., ELX.)).

Les propriétés de I'espérance mathématiques pour les vecteurs aléatoires découlent donc directe-
ment de celles de 'espérance mathématiques des v.a.r. En particulier, on a le résultat de linéarité
suivant.
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Théoréme 3.2
Soit A une matrice réelle n < p. Alors

E[AX] = AE[X].

Le théoréme de transfert pour les vecteurs aléatoires permet de calculer I'espérance d’une v.a.r.

d(X).

Théoréme 3.3 (Théoréme de transfert)
Soit ¢ une fonction mesurable de (R",Bgrn) - (R, Bgr). Alors ¢(X) est une v.a.r. P-intégrable si
et seulement si ¢ est Px-intégrable. On a alors

1 L]

Elp(X)] = ) ¢(X (w)) dP(w) = . O(X1, - Xn) AP x (X1, - .o, Xy).

Exemple 3.3
Soit X = (X, X3)"qui suit une loi uniforme sur [0, 1] % [0, 1]. Calculons E[X; + X,]. D’aprés le
théoréme précédent, on a

-
E[X1 + XQ] = (X1 + X2) dX1 dX2 =1.
0 0

On aurait aussi pu faire directement E[X; + X5] = E[X;] + E[Xs] = 1.

3.3.2 Variance - covariance

Interprétation de la variance V[X;] . Pour simplifier on se place dans le cas n = 2. Si X;
admet un moment d’ordre 2, on rappelle que

C] ]
VX =E (Xi]— E[Xl])2 .

M
Xy | Y
E[Xa] | ° g
X1 E[Xi]

F1G. 3.3 — Interprétation de V[X;].
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Nous voyons sur la figure 3.3 que V[X;] mesure la dispersion de la distance entre les projetés des
points G et M sur le premier axe. Il est nécessaire de chercher & caractériser la dispersion dans
toutes les directions.

Soit U un vecteur unitaire de coordonnées (d, 3). On cherche & caractériser la dispersion entre M
et G sur la direction engendrée par u. On note H le projeté orthogonal de M sur Vect(u) (voir
figure 3.4).

0z

E[X]

Xi E[Xi]

F1G. 3.4 — Dispersion dans la direction engendrée par u.

On a par construction :

H = a(X; — E[X{]) + B(X; — E[Xy)).
On a donc E[GH] =0 et

_ ] ]
V[GH] =E (a(X; — E[Xi]) + B(X> — E[X:]))°
=a*V[Xi] + B?V[X,] + 20BCov(X;, X
_ul VI[Xi] Cov(X;, Xy)
= o p Cov(Xy, X3) V(Xz) B

avec Cov(Xy, Xy) = E[(X; — E[X1])(Xs — E[X3])]. Cette espérance existe puisque
1LC] ]
|(X1 — EDXi ) (X2 — E[X])| = 3 (X — EDXq])? + (X2 — E[Xa])* .

Remarque L
En prenant u = (1, 0)" on retrouve bien V[GH] = V[X].

Définition 3.6
1. Un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) dont toutes les variables marginales possédent un
moment d’ordre 2, i.e. E[X?] < +oo, est dit du second ordre.

2. On appelle alors matrice des moments du second ordre de X la matrice carrée My de taille
n xn de terme général m;; = E[X;X;].
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3. On appelle matrice des variance-covariance de X la matrice carrée Zx de taille n X n de
terme général

0 = E[(X; — EIXi)(X; — EDX;D] = E[X:X;] — EDXIELX].
ij s’appelle la covariance entre X; et X; et est noté Cov(X;, X;).

Remarque
1. Les matrices Mx et Zx sont des matrices symétriques;

2. Si toutes les variables marginales X; sont centrées alors My = 2 x ;

3. V(X;) = Cov(X;, X;), 1 =1,...,n,donc les éléments de la diagonale de Z x sont les variances
des variables marginales.

4. Si Zx = Id, on dit que le vecteur aléatoire X est réduit.

5. Les matrices Mx et 2 x peuvent s’écrire
My = E[XXT et Xy =E[X —EX])(X —E[X)D.
6. Si A est une matrice réelle de dimension p X n, on déduit de la linéarité de I’espérance
Myx = AMxA" et Z,x = AZxA"

Proposition 3.9
Une matrice symétrique X est la matrice de variance-covariance d’un vecteur aléatoire si et seule-
ment si elle est positive.

Proposition 3.10
Soit X un vecteur aléatoire dont la matrice de variance-covariance Zx est inversible. Alors le

vecteur Z)_(l/ZX est réduit et le vecteur Z;l/Q(X — E[X]) est centré réduit.

Proposition 3.11
Soit X = (Xq,..., X)) un vecteur aléatoire du second ordre. Alors

E[X, + ...+ X,] = E[X,] + ...+ E[X,]

et
1 L 1 L 1

V[X1 + ...+ Xn] = V[Xz] + COV(XZ‘, X]) = COV(XZ', Xj)

i=1 1<iBj=<n 1<i,j<n
En particulier, si OB J, Cov(X;,X;) =0, on a
1

i=1

3.4 Corrélation

Il est facile de voir que Cov(X; + a, Xy, +b) = Cov(X;, X,). Par contre, Cov(aXy,bXy) =
abCov(Xy, X,), ce qui engendre qu’il est difficile d’interpréter la valeur d’une covariance.

Probabilités générales Laurent Rouviere



30 Vecteurs aléatoires

3.4.1 Le coefficient de corrélation linéaire

Définition 3.7
1. Soit (X, X9)Pun couple de variables aléatoires du second ordre tel que V(X;)V(X3) > 0.
On appelle coefficient de corrélation (linéaire) du couple (Xy, Xz)Ple réel

p(X1, Xy) = !CDM!(XI’Xz) :
V(X)V(Xs)

2. Si Cov(Xy, Xo) B0, on dit que Xy et Xy sont corrélées.
3. Si Cov(Xy, X3) =0, on dit que Xy et Xy sont non corrélées.

Théoréme 3.4
1. Le coefficient de corrélation linéaire est compris entre -1 et 1, i.e., |p(Xy, X2)| = 1.

2. Si|p(X1, Xo)| = 1 alors les variables Xy et Xy sont liées par une relation affine, i.e., il existe

(a,h) CRP tel que Xy = aX; +bh.

3. Le coefficient de corrélation linéaire est invariant par transformation affine X 3 ax +b avec
a>0.

La premiére assertion du théoréme est une conséquence directe de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz
(EDXXI)? < EIXZIEIX] = CTAV(Xy, X,)* < VX IVX].

Remarque

Le coefficient de corrélation linéaire permet, comme son nom l'indique, de mettre en évidence une
relation linéaire (et uniquement linéaire!) entre deux variables. En effet, si X [NI(0,1) et Y = X?
alors

Cov(X,Y) = E[X?*] — E[X]E[X?] =0

et par conséquent p(X,Y) = 0.

3.4.2 Interprétation hilbertienne

On considére I'espace L, (Q) des fonctions de carré intégrable muni du produit scalaire < Xy, Xy >=
E[X;Xs]. Cet espace est un espace de Hilbert (on montre qu’il est complet pour la norme associée
E[X?"/2). On a alors

Cov(Xy, Xg) =< X; — E[X;], Xo = E[Xs] > et p(Xy, Xg) = cos(X; — E[X], Xy — E[X;]).

Cette structure hilbertienne permet de retrouver les résultats suivants :

- COV(Xl, X2) = COV(XQ, Xl) et COV()\Xl + X, X3) = )\COV(Xl, Xg) + COV(XQ, Xg) ;

— p(Xy, Xo) =1 et |p(Xy, Xo)| = 1si Xy et X, sont liés par une relation affine.

— Cov(Xy, Xs) =0 LI XL — E[X;]) Xy, — E[X3]) et 'équation (3.2) s’interpréte comme le
théoréme de Pythagore. Par abus de langage, on dit dans ce cas que X; et X, sont orthogonales
et on note X [X}.

Laurent Rouviéere Probabilités générales



3.5 Variables (ou vecteurs) aléatoires indépendant(e)s 31

3.5 Variables (ou vecteurs) aléatoires indépendant(e)s

Définition 3.8 (Rappels)
1. Deuz événements Ay et Ay de A sont indépendants si P(A1 n Ag) = P(A)P(AL).

2. Soit (A;);rune suite (finie ou infinie) d’événements distincts. Les événements A;, 1 [Tlsont
dits (mutuellement) indépendants si pour toute collection finie A, ..., A, d’événements
distincts on a

P(All Nn...N Alk) = P(All) . P(Alk)

3. Deux classes d’événements Cy et Cy sont indépendantes si pour tout événement A, de Cy et
Ay de Cy, A et Ay sont indépendants.

4. Soit (C;); ryune suite (finie ou infinie) de classes d’événements de A. On dit que les classes
Ci, i [ sont (mutuellement) indépendantes si pour toute suite finie C;,...,C;  extraite de
la suite C;, 1 CLet pour toute suite d’événements A;; LC), ..., A; CCl, ona

ik

P(Azl n...N Azk) = P(AM) e P(Azk)

Théoréme 3.5
Si les classes C;, 1 [sont indépendantes et stables par intersection alors les tribus engendrées par
C;, 1 [Isont indépendantes.

On rappelle que la tribu engendrée par un vecteur aléatoire X de R™ est (X) = X!(Bgrn). Nous
pouvons donc prolonger la notion d’indépendance aux vecteurs aléatoires.

Définition 3.9
1. Deuz vecteurs aléatoires réels X et Y définis sur (Q, A, P) sont dits indépendants si les tribus
o(X) et a(Y) sont indépendantes. En particulier, lorsque X est a N dimensions et Y a m
dimensions, X et Y sont dits indépendants si pour tout A [LBkn, B [Bkm, on a

P(X [AY [B)=PX APy [CH).

2. Soit (X;)irrune suite de vecteurs aléatoires définis sur (Q, A, P). Les vecteurs X;, i [Isont
dits (mutuellement) indépendants si les tribus (6(X;)); mengendrées par ces vecteurs sont
(mutuellement) indépendantes. En particulier, X;, 1 [T sont dits (mutuellement) indépen-
dants si pour toute suite finie X;,, ..., X, extraite de (X;);rmet pour toute suite finie de
boréliens B;,,...,B; , on a

ik

ik
P(X;, [H,..., X, [B,)=P(X, [B,)...P(X, [H,).
Théoréme 3.6
Soit X1, ..., X, N v.a.r. mutuellement indépendantes. Alors :
1. Les vecteurs
Ky ooy X))y Kigs o Xn2)y ooy (Kt -0 X50)
sont mutuellement indépendants ;

2. Soit §1,...,0, N fonctions réelles mesurables. Alors les v.a.r. g1(X1),...,08,(X,) sont mu-
tuellement indépendantes.
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Par conséquent si X, X, et X3 sont des variables indépendantes, on déduit :

X, X, (X, Xz) X, (X1 + Xy) X,

Dans la suite de cette partie, on désigne par X = (Xy,..., X,) un vecteur aléatoire a n dimensions,
de loi conjointe Px et de fonction de répartition Fy. On note Px,, ..., Px, les lois marginales et
Fx,,...,Fx, les fonctions de répartition des lois marginales. Les théorémes suivants donnent des
conditions simples pour vérifier que les v.a.r. Xy, ..., X, sont indépendantes.

Théoréme 3.7
Les variables marginales Xy, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si pour
tous réels Xq,...,X,, 0N a

P(X1 = Xi,... 1Xn = Xn) = P(X1 = Xl) R P(Xn = Xn)1
ou encore, si et seulement st

Fx(Xi,.. ., %X,) = Fx, (1) ... Fx,, (X)-

Théoréme 3.8
Les variables marginales Xy, ..., X,, sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si la loi
conjointe Px est le produit des lois marginales Px, L_1 [Pk, . Dans ce cas, si By,...,B,, sont
des boréliens de R et ¢ est une fonction P x-intégrable, on a d’aprés Fubini

1 1 1

o(Xq,...,%,)dPx (X, ..., X,) = (X1, ..., %) AP x, (X1) . . . dPx, (X,).

B1X...XBn Bn B1
Dans le cas particulier ot les vecteurs aléatoires sont de loi absolument continue, on peut montrer
a I'aide du théoréme de Fubini-Tonelli le résultat suivant.

Théoréme 3.9
Si les variables marginales Xy, ..., X,, sont indépendantes, de lois marginales absolument continues

et si l'on note Tx,,...,Tx, les densités marginales respectives, alors la densité conjointe de Tx de
X est de la forme

fx(X) = le(Xl) e an(Xn)-

Réciproquement, si le vecteur aléatoire X = (X, ..., X,) posséde une densité conjointe de la forme

fX(Xli e 1Xn) = fl(xl) L fn(Xn)1
alors les variables marginales sont indépendantes et leurs densités respectives sont égales, a une

constante multiplicative pres, a £,...,F,.

Exemple 3.4
1. Soit X = (X, X3)"de loi uniforme sur le carré D = [—1,1]>. On a alors

Fr00 = 71000 = 11011y (6e) = FuGx)Fa()

avec fl(Xl) = 1/21[_1,1](X1) et f2(x2) = 1/21[_171}(X2).

2. Pour le deuxiéme vecteur de I’exemple 3.2, on a clairement Tz(X,y) 8 fx(X)fy(y). X et Y
ne sont donc pas indépendantes.
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Théoréme 3.10
Deux v.a.r. Xy et Xy sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions mesurables gy et
02, on a

E[9:(X1)92(X2)] = E[9: (X1)]E[g2(X2)].

On peut déduire le corollaire suivant.

Corollaire 3.1 (Indépendance == covariance nulle)
Soit X1 et Xy deuz variables aléatoires réelles indépendantes admettant des espérances mathéma-
tiques. Alors le produit X1 Xo admet aussi une espérance mathématique et

E[X1Xz] = EPXG]E[X;].

Proposition 3.12
S1 Xy et Xy sont deux variables aléatoires réelles indépendantes ayant des moments d’ordre 2 finis,
alors Cov(Xy, X3) =0.

Remarque

On déduit donc que deux variables indépendantes sont non corrélées. Mais attention la réciproque
est fausse. On a vu que pour X [NI(0,1) et Y = X2 on a Cov(X,Y) =0. Or X et Y ne sont
clairement pas indépendante, il suffit par exemple de voir que pour X > 0 on a

P(Y =x%|X|=x)=P(X]|=x) 2P =x)P(X] = x).

On déduit facilement que la variance de la somme de v.a.r. indépendantes est égale & la somme
des variances.

Proposition 3.13
Soit Xq,...,X, N v.a.r. indépendantes ayant des moments d’ordre 2 finis, alors

L1 1
\V X, = V(X). (3.3)

1=1 1=1

On peut remarquer que (3.3) reste vrai si les n v.a.r. sont (seulement) deux a deux non corrélées.

3.6 Calcul de loi

Soit X = (Xi,...,X,)”un vecteur aléatoire de loi Px et de fonction de répartition Fx. On
considére ¢ : R™ — RP une fonction mesurable. On se pose la probléme de calculer la loi de

Y = $(X).

3.6.1 Cas discret

Pour une loi discréte, 'approche s’effectue généralement en deux temps :
1. détermination du support Sy de Y ;
2. calcul des probabilités P(Y =y) = P(¢(X) =y) pour tout y = (yy,...,Y,) LS}.
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3.6.2 Cas absolument continue
Utilisation de la fonction de répartition

[’idée consiste a exprimer la fonction de répartition Fy en fonction de Fy :

Fr(y) = P@OX) T3 eo,yi]x ... x] = co,y,])

= o Lo gmeey)x..x]—eo ) AP x (X1, ..., Xp).

Une fois cette intégrale calculée, on obtient la densité de Y en dérivant Fy par rapport a ses p

variables : OF

Y
Sy O Y

Le calcul de Fy est souvent long. On préfére souvent utiliser les méthodes a suivre.

Utilisation de la mesure image

On se place ici dans le cas ou Sx est un ouvert U inclu dans R™ (la densité s’écrit Fx(X)1y(X))
et on suppose que ¢ : U - V est une Cl-diffsomorphisme (différentiable, bijective et dont les
dérivées partielles sont continues). On a alors le théoréme de changement de variable suivant.

Théoréme 3.11
Sous les hypothéses ci-dessus, on a pour toute fonction T intégrable

] ]
y f(y) dA(y) = . F($(x))| det(J,.,)| dA(X)
et ] 1]

. F(x) dA(x) = y F(O~ ()l det(J 1) dA(Y)

ot Iy, désigne la matrice Jacobienne au point X

o9, op,

00 S
Jo = : : :
axln x) ... a)i" (x)

On déduit alors la densité de Y .

Théoréme 3.12
Py est la mesure image de Px par & (Py =Px > ¢™!). On a donc

fy (y) = Tx (67 ()| det 1) I1v (y).

Remarque

Il est indispensable que ¢ soit bijective. Si par exemple V est un ouvert de R? avec p < n, on ne peut
utiliser directement le théoréme précédent. Un moyen de pallier a cette difficulté consiste a “complé-
ter” ¢ en une fonction bijective : on définit § = (¢1,..., ¢, §piq,. .., $,) un Cl—giﬁéomorghisme.
Le théoréme 3.12 nous permet de calculer la densité fy de Y = (Yi,...,Y,, Ypi1,...,Y,). La
densité de Y s’obtient en intégrant fy par rapport a ses N — p derniéres variables.
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Exemple 3.5
Soit X = (X; + X;)"de loi uniforme sur le carré D = [0, 1]%. On cherche la loi de X; + X,. On
pose Y = (X; + Xy, X5) et

¢:D - A={(y1,¥2). 0=y =lety, =y  =1+Y,}
(X1, X2) B (Y1 = X1 + Xg, X2).

D’aprés le théoréme 3.12, la densité de Y est donnée par

fy (y) = 1o(¢™ ()] det(I_-)I1a(Y) = Loy =1 (V) Losyosi (V2)-

La densité de Y; = X; + X5 s’obtient en intégrant fy par rapport a ys :
1

fr.(y1) =  Fr(y)dy: =yilocy,<1(y1) + (2 —y1)Licy,<2(Y1).
R

Utilisation de la fonction muette

L’approche est identique a celle effectuée pour les v.a.r. Il s’agit de trouver une fonction g mesurable
telle que pour toute fonction h mesurable on ait,
1] ]

E[h(@CX)N] = Uh(¢(X))fx(X)d7\(X)=---= h(y)a(y) dA(y).

|4

Par identification, une telle fonction g est la densité de Y. Cette fonction s’obtient généralement
par un changement de variable.

Exemple 3.6
On reprend ’exemple précédent. On effectue le changement de variable

0:R?> - R?
(Y1,¥2) B (Y1 — Y2, ¥2).

On obtient
11
E[h(X1 =+ XQ)] = h(X1 + Xz)lD(X, 1, X2) dX1 dX2
LS
= h(y:1)1o(y: — Y2, Y2) dy; dy,
[ L
= h(y:) 1p(y: — Y2, Y2)dysdy;.
R R
Il vient par identification ]
fxix (Y1) = 1p(y1 — Y2, ¥2) dy,.
R

Produit de convolution

Le produit de convolution permet de déterminer la densité de la somme de deux variables aléatoires
réelles indépendantes.
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Définition 3.10
Soient T et g deux fonction intégrables. On appelle convolution de T et g la fonction £ [l définie

par ]
(F ) = F(x—1)g(t) dA(D).

Proposition 3.14
Soient T, g et h trois fonction intégrables. Alors

flg=g A e (FCg)Ch=F (@ CH) A—pp.

Théoréme 3.13
Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de densité Tx et Ty. Alors Tx By est la densité de
X; + X,.

On peut recalculer la densité de X;+X, de 'exemple précédent en faisant le produit de convolution
entre les deux fonction indicatrices sur [0, 1].
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Chapitre 4

Lois usuelles dans R"

4.1 La loi multinomiale

On rappelle que la loi binomiale permet de modéliser le nombre de succés d'une expérience a
2 issues (succeés ou échec) répétées n fois. La loi multinomiale généralise la loi binomiale. Plus
précisément, suite a N répétitions indépendantes d’une expériences a K issues, de probabilités

respectives pi, ..., Pk, la loi multinomiale permet de modéliser le nombre de réalisations X; de
I’issue i.

Définition 4.1

On dit que le vecteur X = (Xy,...,X}y) défini précédemment suit une loi multinomiale de pa-

rw?fes (N, p1,...,Px) et on note X L[CMM(N,pPi,...,Pr). Pour X = (Xq,...,Xz) CN* avec

1 Xi =N, on a

n! .
P((Xl, . ,Xk) = (Xl, . .,Xk)) = mpfl .. .pkk.

Exemple 4.1
1. On effectue un sondage en choisissant au hasard n individus (avec remise) dans une popu-
lation partagée en K catégories et on note X; le nombre d’individus sélectionné dans la i®™®
catégorie. Le vecteur X = (Xy, ..., X;,)"suit une loi multinomiale

2. On retrouve la loi multinomiale dans diverses parties de la statistique telles que la régression
logistique multiclasse ou le test du Chi-Deux.

Proposition 4.1 —
1. Les variables margi 1+, Xy sont dépendantes et par construction ., X; =n. On

a bien évidemment —_ p; = 1.

2. Chaque variable marginale X; suit une loi binomiale B(n, p;).

3. Il vient donc E[X] = (npy,...,NPx) et la matrice de variance-covariance de X est égale a
—1 1
np; (1 —p1) —Np1P2 cee o T NP1Pg
npip. NP2(L—p2) ...  —Np2px
2x = . . . .
—NP1py —NpaPr . NPe(1 = pk)

Cette matrice est non inversible.
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Preuve. Les points 1 et 2 sonﬁﬁents. Montrons 3. II suffit de montrer Cov(Xy, Xs) = —np;p..

Onapouri=1,...,k X; = j—=1 Xij ot X;; suit une loi de Bernoulli de paramétre p;. Il vient
111 —1 1
E[XiX,] = E[X1iXy;] = E[X1iXy;] + E[X1i X5
i=1 j=1 1=i8j=<n i=1

Or X1;X9; =0 p.s. car les issues 1 et 2 ne peuvent pas se réaliser au cous de la méme expérience
et E[X12X2j] = P1P2 pour i Ej On déduit E[X1X2] = (n2 - n)p1p2 et

Cov(Xi, X2) = (n* = n)pipa — N*p1Pp2 = —Np;ps.

4.2 Vecteurs gaussiens - loi multinormale

4.2.1 Rappels sur la loi normale dans R

Nous renvoyons le lecteur a 'annexe A.

4.2.2 Définition - premiéres propriétés

La définition d’un vecteur aléatoire gaussien n’est pas trés intuitive.

Définition 4.2
On dit que le vecteur aléatoire X = (Xi,...,X)" est un vecteur gaussien si toute combinaison
linéaire de ses variables marginales a1 Xy + ...+ 0z X, est une v.a.r. gaussienne.

Proposition 4.2
La loi d’un vecteur aléatoire gaussien X = (Xq,..., X)) est enticrement déterminée par la donnée

de son espérance my [RF et de sa matrice de variance-covariance Zx (de dimension d < d). On
note alors X [CNI(mx, Zx).

Proposition 4.3 (Vecteur gaussien = Composantes gaussiennes)
Si le vecteur X = (Xq,...,Xq) est gaussien, alors chaque variable aléatoire X;,i = 1,...,d est
gaussienne.

Remarque (Le réciproque est fausse!)
Soit X [CNI(0,1) et € une variable aléatoire de Rademacher indépendante de X , i.e., P(e = 1) =
P(e = —1) = 1/2. On considére la variable Y = &X et le vecteur V = (X, Y)Y On a alors

Fy(W) =P su)=P(EX=ule=1)PEE=1)+P(EX =sueg=-1)P(E=-1)
= %[P(X =u)+P(X=-u)=P(X =u)=Fx(u).

Y est donc une v.a.r. gaussienne centrée réduite. Les composantes du vecteur (X, Y )suivent ainsi
des lois gaussiennes alors que (X,Y )"n’est pas un vecteur gaussien. En effet, il suffit de voir que
Z = X +Y n’est pas une v.a.r. gaussienne :

PZ=0)=P((L+&X =0)=P(e=-1) = %

Or si Z est une v.a.r. gaussienne on a P(Z = 0) = 0 ou 1 dans le cas d’une v.a.r. centrée dégénérée.
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La réciproque de la proposition 4.3 est en revanche vraie si les marginales sont indépendantes.

Proposition 4.4 (Composantes gaussiennes indépendantes = Vecteur gaussien)
Soit (X1,...,Xq) une suite de variables aléatoires indépendantes. Le vecteur X = (Xi,..., X"
est gaussien si et seulement si pour tout 1 L1, ...,d} la variable aléatoire X; est gaussienne.

Proposition 4.5
1. X = (Xq,..., X0)" CN(Mx, Zx) si et seulement si X peut se décomposer sous la forme
X =AY +my, avec Y L[N0, 1), A matrice d x d satisfaisant AAP= Sy et rang(A) =
rang(Zx).
2. 8i X = (Xy,...,Xy) CN(my,Zx), A est une matrice Tk d et b TR, alors AX +b [
N (Amyx + b, AZ xAY. En particulier, le vecteur Z)_(l/z(X —My) est gaussien standard.

On a vu dans la chapitre 3 que dans un cadre général I'indépendance implique la non corrélation
mais que la réciproque est fausse. La proposition suivante montre que cette réciproque est valable
pour les vecteurs gaussiens.

Proposition 4.6 (Vecteur gaussien : Indépendance < Décorrélation)
1. Soit X = (Xi,..., X)) un vecteur gaussien, X [N(myx,Zx). Les variables aléatoires
(X1,...,Xy) sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées, c’est-a-dire si et
seulement st la matrice de variance-covariance Zx est diagonale.

2. Soit Z = (Xy,...,Xa,Y1,...,Yp) un vecteur gaussien. Alors, les vecteurs (X, ..., Xz) et
Yq,..., Yp)Dsont indépendants si et seulement si ils sont non corrélés.

Proposition 4.7 (Densité)
Soit X = (Xq,...,Xg)" CNI(my, Zx). X admet une densité Tx si et seulement si det(Zx) 8 0.
On a alors 1 L1

fx(X) = ~— '].:!_exp —%(x—mx)%)}l(x—mx) ,

ot X = (X1, ...,X%X)"

Preuve. Comme Xy est inversible, le vecteur Y = 0~ /2(X — my) [CN(O,1). Sa densité est
donnée par 1 1
1, 1
% y2 1 1 I:QI
fy(y) = ——exp —+ =——exp —= Yy .
., 2m 2 ( 2m)d 2.,
Le changement de variable

¢:RY L R?
x 3 y=Z)_<1/2(x—mX)

nous donne la densité de X
1

-
() =fy =°(x—my) |detd

<Px|'

1/2

¢ étant une application affine, sa matrice jacobienne vaut X, /°, d’ou le résultat.

[ |
Définition 4.3
Une wvecteur gaussien X dont la matrice de wvariance-covariance a un déterminant nul est dit
dégénére.
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4.2.3 Vecteurs gaussiens et loi du Chi-Deux
Proposition 4.8
Si X = (Xq,...,X)" CNI(Mx, Zx) avec Zx inversible alors (X — mx)Z (X — my) suit une
loi X2(d).
Proposition 4.9
Soit X = (Xq,..., XY NI, I).
1. Soit A une matrice symétrique d < d. XAX suit une loi du X? si et seulement si A est une

matrice de projection orthogonale.

2. Soit A et B deuz matrices de projection orthogonale. X'/AX et X"BX sont indépendantes si
et seulement st AB = 0.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Cochran.

Théoréme 4.1 (Théoréme de Cochran)
Soit X = LX) CN(0,1). Soit Ay, ... A, p matrices symétriques de dimension d % d
telles %%IJ:I XA X = XK. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. S_jrang(A;) =d;

2. Pour tout j =1,...,p, XA, X A(rang(A))) ;

8. Les variables X'A; X sont indépendantes.

Cette version est la version générale du théoréme de Cochran. En statistique, on utilise souvent le
corollaire suivant. Ce corollaire est d’ailleurs souvent énoncé comme “Théoréme de Cochran”.

Corollaire 4.1

Soit X = (Xq,..., X))V CNI0, 1) et F un sous-espace vectoriel de R de dimension p. On note Pg
la matrice de projection orthogonale sur F et Pe = | — Pg la matrice de projection orthogonale
sur F5-0n a les propriétés suivantes :

1. PeX [NI(0,Pg) et PeeX CNI(0, Pg o)y
2. Les vecteurs aléatoires PeX et Pe X sont indépendants ;
3. [PEXICXA(p) et PE X ZIXA(d — p).
Remarque
1. Ce résultat sera trés utilisé dans le cours de régression linéaire ;

2. On peut voir ce théoréme comme un analogue (en loi) du théoréme de Pythagore. L’identité

XIZE [Ppx 2 P} cxour X CRI devient [X 2= [PRX (23 [P} cX 2]la notation =

signifiant une égalité en loi). On dispose de plus de la loi des deux termes de la somme.

3. La preuve s’écrit assez facilement en se placant dans une base orthonormée B = (uy, ..., uy)"
de R? telle que (Uy,...,U,) est une base orthonormée de F et (Uyyq,...,U ) est une base
orthonormée de F &
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Chapitre 5

Fonctions génératrices, fonctions
caractéristiques

Etant donné X une v.a.r. définie sur (Q, A, P), nous cherchons dans ce chapitre des fonctions Y
qui permettent :

1. de caractériser la loi de X (comme peuvent le faire la fonction de répartition, la densité et
la fonction de masse) ;

2. qui permettent de calculer “aisément” les moments de X (si ils existent).

5.1 Fonction génératrice des moments factoriels

Cette fonction est définie uniquement pour les v.a.r. discrétes a valeurs dans N. Dans cette section,
nous considérons donc X une v.a.r. discréte a valeurs dans N, de loi Px et de fonction de masse
Mx.

Définition 5.1
On appelle fonction génératrice des moments factoriels de X la fonction

L1
Gyx:sB E[s*]=  s"mx(n).
n [N

Exemple 5.1
Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p alors Gx(S) =sp+1—p.

Proposition 5.1
1. Gy est définie pour tout réel s tel que E[sX] < +oo ;
2. La série  S"Tix(N) étant absolument convergente dans [—1,1], Gx est continue sur
[-1,1];
3. Gx admet des dérivées de tout ordre sur]—1,1].
Théoréme 5.1

La fonction génératrice des moments factoriels de X détermne la loi de X. On a de plus Gg?)(O) =
k!t (K).

Exemple 5.2
Pour la loi de Bernoulli de paramétre p, on retrouve bien

Gx(0)=1—p=rmx(0) et G3(0)=p=rmx(d).
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Proposition 5.2
La fonction génératrice des moments factoriels Gx admet une dérivée a gauche de 1 d’ordre K

Gg?)(l) si et seulement sile moment factoriel d’ordre K de X défini par E[X(X —1)...(X —k+1)]
existe et est fini. On a alors

E[X(X —1)...(X —k +1)] =GP (1).
On déduit de la proposition précédente
E[X]=G%(1), EXX-1)]=G{(1) dou V(X)=GK(1)+Gx(1)— (Gk(1)*

Proposition 5.3
Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes, de lois discrétes a valeurs dans N, alors on a pour tout
S pour lequel Gx 1y (S), Gx(S) et Gy (S) ezistent

Gx+y(5) = Gx(S)Gy(S).

Théoréme 5.2

Soit (Xi)rmoune suite de v.a.r. a valeurs dans N de fonctions de masse respectives (Tx, ) o et
X une v.a.r. & valeur dans N de fonction de masse Tix. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. MIEN iMoo Ty (N) = Tix(N) (on dit que X converge en loi vers X ) ;
2. 10U, on a limy_ e Gx, (S) = Gx(S).

5.2 Fonction génératrice des moments

Nous cherchons ici a généraliser la fonction génératrice des moments factoriels Gx a des v.a.r.
quelconque. Soit X une v.a.r. (quelconque) définie sur (Q, A, P), de loi P x. On considére la fonction
Ux : U B E[e*X définie que {u [R: E[e*X < +00}. On peut déja remarquer que cette fonction
est toujours définie en 0 et que gx(0) = 1.

Définition 5.2 (fonction génératrice des moments)
Si la fonction gx : U B E[e“Y est définie sur un voisinage ouvert de 0, alors elle est appelée
fonction génératrice des moments de la loi de X.

Proposition 5.4
1. [{@,b) CRP, on a gaxs(u) = e™gx(au) ;
2. Sila loi de X est symétrique (X a la méme loi que —X), alors la fonction gx est paire;
3. La fonction gx est convexe;
4. Ox détermine la loi de X.
Théoréme 5.3

Soit X une v.a.r. admettant une fonction génératrice des moments gx définie pour tout U dans un
intervalle ouvert Juy, Us[ (Uy <0 <uy). Alors :

1. pour tout kK [N, E[|X|¥] < +o0;
2. pour tout U I3 up, Ug[, avec 0 < ug < min(—uy, Us), on a

n

gx(u) =1+ E[X]Ju+ E[XQILZJ—T ot E[X"]% +...
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3. pour tout kK [N, E[X*] = g&?)(O).

Exemple 5.3
Soit X une v.a.r. de loi exponentielle de paramétre A > 0. On a pour tout u [ F A, A[ :
(I N

—_ ut -\t —
gx(u) = ) e“'Ne dt_}\—u'

On retrouve bien que

EXI= 070 = 5. EXT=0%0) =5 don V()=
Remarque
D’aprés le théoréeme précédent, ’existence de gx implique que Xadmet des moments de tout ordre.
La réciproque est fausse (considérer par exemple la loi log-normale). Ainsi, la suite des moments
d’une v.a.r. ne détermine pas sa loi.

Proposition 5.5
Soit X et Y deuz v.a.r. indépendantes admettant une fonction génératrice des moments, alors,
pour tout U tel que gxy(U), 9x(U) et gy (U) existent, on a

Ix+y(U) = gx(u)gy (U).

Remarque

Les fonctions gx et Gx caractérisent la loi de X et permettent de calculer ses X. Cependant,
en pratique il est difficile de retrouver explicitement la loi de X & partir de gx. C’est pourquoi
pour les v.a.r. discrétes a valeurs dans N, on préfére souvent utiliser Gy (on peut remarquer
que gy(u) = Gx(e")). Pour les variables absolument continues, on préférera utiliser la fonction
caractéristique.

5.3 Fonction caractéristique

5.3.1 Cas d’une variable aléatoire réelle
On considére X une v.a.r. définie sur (Q, A, P).

Définition 5.3
On appelle fonction caractérisique de X la fonction ¢y : R - C définie comme la transformée de
Fourier de sa loi de probabilité

dx (1) = E[e"*].

Si X est discréte de support S et de fonction de masse Ty alors

L 1
dx(t) =  mx(t)e™.
x [S1

De méme si X est absolument continue de densité fy alors
1

dx(t) = e fx(x)dx.
R
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Exemple 5.4
Le tableau 5.1 donnes les fonctions caractéristiques de quelques loi usuelles :

| Loi | Fonction caractéristique |
Bernoulli B(p) pe’t + (1 —p)
Binomiale B(n, p) (pe’* + (1 —p))"
Poisson P (A) eMe ™)

Géomeétrique G(p) pet/(1— (1 —p)e?)
Uniforme U([—a, a]) || sin(at)/(at)
Exponentielle §(A) M(A —it)
Gaussienne (m, 02) || eime=o*#/2

TAB. 5.1 — Fonctions caractéristiques de quelques lois usuelles.

Proposition 5.6
1. by est définie et continue pour tout nombre réel t;

bx est bornée et o () <1;
IE’ b) ERP! ¢aX+b(t) = eibt(bX (at) 5

Si la loi de X est symétrique alors ¢x est une fonction réelle paire ;

Toute combinaison linéaire conveze de fonctions caractéristiques est une fonction caractéris-
tique.

Théoréme 5.4
Ox détermine le loi de X (comme son nom lindique...). Si Fx désigne la fonction de répartition

de X alors on o [(@,b) [CRP,

. 1 Ig pita — e—itb
Fx(@) — Fx() = 7!|m o ¢X(t)f dt.
-, 00 —r

]
De plus, si 5 |Px ()] dt < +oo, alors X admet une densité fx et
1 1
fx(X) = — t)e ™" dx.
=50 Ox(D)

Ce théoréme permet de retrouver explicitement la densité de X connaissant sa fonction caracté-
ristiques. De plus, tout comme la fonction génératrice des moments, le fonction caractéristique
permet un calcul aisé des moments de tout ordre d’une v.a.r.

Théoréme 5.5

Si il existe n CNF tel que E[|X]|"] < oo, alors
1. dx est continument dérivable jusqu’a [’ordre n inclu ;
2. [KE0,1,...,n, ¢ (0) = i*E[X"].
3. On a le développement

k!

k=0

ox(D) = E[X"]+ o(|t")

lorsque t - 0.
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Proposition 5.7
St X et Y sont deux v.a.r. indépendantes alors on a pour tout t

dxiv (1) = dx (O Py (D).
Attention la réciproque est fausse. Un contre-exemple est donné par X qui suit une loi de Cauchy

et Y = X.

Exemple 5.5
La proposition précédente nous permet de retrouver la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire X binomiale de paramétres net p :

=)
dx(t) = pe” + (1—p) -

5.3.2 Cas d’un vecteur aléatoire
Dans cette partie X = (X, ..., X,)"désigne un vecteur aléatoire défini sur (Q, A, P).

Définition 5.4
On appelle fonction caractéristique de X la fonction ¢x : R™ - C définie par

o (t) = E[e<"*7] = E[e/ T Hino)),

Exemple 5.6
Si X [NI(my, Zx) alors

¢X(t) — ei<mx ,t>e%t%xt.

Théoréme 5.6
La fonction caratéristique x détermine la loi de X.

Une conséquence de ce théoréme est que la loi de X est entiérement déterminée par les lois de
toutes les combinaisons linéaires de ses marginales. La fonction caractéristique permet de montrer
I'indépendance de n v.a.r.

Théoréme 5.7
Les v.a.r. Xy,...,X,, sont indépendantes si et seulement si la fonction caractéristique de X =
(X1, ..., X)) est égale au produit des fonctions caractéristiques de ses marginales, c’est-a-dire,

dx () = dx, (1) ... dx, (L)
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Chapitre 6

Conditionnement, espérance et variance
conditionnelles

6.1 Rappels de calcul de probabilités conditionnelles

Soit A et B deux événements d’un espace (Q, A, P) avec P(B) > 0. On s’intéresse a la réalisation
de I’événement A sachant que I’événement B est réalisé. L’univers des possibles n’est alors plus Q
tout entier : il est restreint & B d’ou la définition de probabilité conditionnelle

P(A n B)

P(AIB) = gy

On retrouve une vision intuitive de I'indépendance : A et B sont indépendants si et seulement si
P(A|B) = P(A) (la connaissance de B n’influe pas sur la probabilité de A). On rappelle également
— La formule de Bayes

P(A[B)P(B)
P(BIA) = ——————;
BIA) = "5
- La fo%e des probabilités totales : soit {B;, 1 [CI}un ensemble d’événements disjoints tels que
Q= i, al
ner i, alors —
P(A)=  P(AIB,)P(B)).
n |

Nous allons dans ce chapitre étendre cette notion de probabilités conditionnelles pour des évé-
nements a des variables aléatoires. Cependant la notion générale de conditionnement n’est pas
simple. C’est pourquoi le choix est fait de présenter ’idée en plusieurs étapes et de facon intuitive :
cas discret, cas absolument continu, interprétation géométrique dans Ly et enfin extension dans
Ll.

6.2 Cas discret

Nous introduisant la notion de conditionnement dans le cas discret par deux exemples.

Exemple 6.1
1. On considére ici deux variables aléatoires discrétes X et Y dont la loi jointe est donnée dans
le tableau 6.1.
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Y

% 0| 1
0 2/871 3/8
1 1/8]2/8

TAB. 6.1 — Loi jointe de (X, Y )"

Considérons que I'événement X = 0 a été réalisé et déterminons la loide Y. On a :

P(Y =0,X=0) 2 2
= o P(Y=1X=0)==,
P(X = 0) 5 °f PO =1 ) =5

P(Y =0|X =0) =

On vient ainsi de définir une nouvelle variable aléatoire notée Y |X = 0 qui suit une loi de
Bernoulli de paramétre % De méme il est facile de voir que la variable aléatoire Y | X = 1 suit
une loi de Bernoulli de paramétre % Ces lois sont appelées lois conditionnelles de Y sachant
X.

2. Soit Y [Pla) et Z [P{B) deux variables aléatoires de loi de Poisson indépendantes. Alors
la loi de X =Y + Z suit également une loi de Poisson de paramétre o + 3. On s’intéresse
ici & la loi de Y sachant X. Soit n [N, déterminons la loi de Y sachant X = n. Puisque
X =Y +Z, il est clair que, sachant que X = n, Y est a valeurs dans {0, 1,...,n}. Soit donc

k [{0,1,...,n},on a
o P =kX=n) _PY =kZ=n-kK) _ P =KP(Z=n—k)
PO =KX =M= " x=n ~ Px=n PX=n)

On obtient alors grace aux fonctions de masse des lois de Poisson
L ITIT1 L1 L1
L

a
PO =KX= = e g
1 [

o

Ainsi, sachant X = n, Y suit une loi binomiale B n, a43 -

Revenons au cas général et supposons que Y soit intégrable. Si X est “figé” a X;, il est naturel de
considérer la valeur moyenne de la variable aléatoire Y lorsque X = X;. Cette valeur est appelée
I’espérance conditionnelle de Y sachant X = X;. Elle est notée E[Y |X = x;].

Définition 6.1 (Espérance conditionnelle)
Supposons Y intégrable. La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y | X = X;] avec les probabilités
Tix (X;) est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X et notée E[Y |X].

Remarque

Il est important de noter que I’espérance conditionnelle E[Y |X] est en général une variable aléa-
toire et non pas une quantité déterministe. On peut l'interpréter comme la valeur moyenne prise
par Y lorsque 'on connait X. Elle pourra donc s’écrire en fonction de X

Exemple 6.2
On repreliof_elI l’exeﬁi)le précédent. L’espérance de Y sachant X = n est ’espérance d’une loi bino-

e

233 On a donc pour tout N =0 :

miale B n,

an

E[YIX =nl =~

Laurent Rouviéere Probabilités générales



6.3 Cas absolument continue 49

Puisque ceci est vrai pour tout N, I’espérance conditionnelle de Y sachant X est :

oaX
o+p’

qui est bien une fonction de X et donc une variable aléatoire.

ElY[X]=

On peut donc se poser la question de prendre I'espérance de I'espérance conditionnelle.
Théoréme 6.1
SiY est intégrable, alors la variable E[Y |X] est également intégrable et on a :

E[E[Y [X]] = E[Y].

Exemple 6.3
Toujours sur I’exemple précédent, on a

a

EIENY XTI = g1y

E[X],

pour l'espérance d’une loi de Poisson de paramétre a + 3 est o + [3, on retrouve donc bien

a

EIENY X = o

(a+p)=a=E[Y]

On vient de dire que dans le cas général, I'espérance conditionnelle E[Y |X] est une variable aléa-
toire. Il existe cependant un cas particulier ol ce n’est pas le cas : lorsque X et Y sont indépen-
dantes.

Proposition 6.1
SiY est intégrable et si X etY sont indépendantes alors la variable aléatoire E[Y |X] est constante
et égale a E[Y].

6.3 Cas absolument continue

Nous étendons dans cette partie la notion d’espérance conditionnelle au cas de variables absolument
continues. Nous commencons par présenter la notion de densité conditionnelle & travers un exemple
simple.

Exemple 6.4
On considére (X, Y ) un couple aléatoire loi uniforme sur le triangle T = {(X,y) : 0=y <x<1}.
(X, Y)"admet donc comme densité fxy(X,y) = 217 (X,y). Les densités marginales sont données
par

fx(X) =2xLpy(x) et Fy(y) =2(1—y)Lpy(y).
On déduit E[X] = 2/3 et E[Y] = 1/3.

On considére Xy, [0, 1] une valeur fixée dans de la variable X et on s’intéresse a la loi de Y
sachant que X = Xq. Nous voyons sur la Figure 6.1 que Y prend ses valeurs sur le segment [0, Xg],
de plus la loi du couple (X,Y) étant uniforme, tous les segments inclus de méme longueur inclus
dans dans [0, Xq] ont la méme probabilité.
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0 Xo 1

F1G. 6.1 — Densité conditionnelle de Y [X = Xo.

On déduit ainsi que la variable aléatoire Y |X = X, suit une loi uniforme sur [0, Xq] :

1 2Lo<y<zo _ Fxy(Xo,Y)
f B — _1 — Y 0 — > .
Y|X=x0 (y) Xo [O,a&o](y) 2X0 fX (XO)

La densité conditionnelle de Y | X = X est ainsi définie comme un rapport entre la densité jointe et
la densité marginale (associée a X).

Définition 6.2
Soit (X,Y ) un couple aléatoire de densité fxy(X,y). La densité conditionnelle de Y |X = X est
définie par ]

x.y (@) si Fx(X) >0

fyixes — fx(z)
=M= 5i Fx(x) =0

Remarque
1. Pour tout X telle que f(X) 8 0 la fonction fyx(.[X) est une densité de probabilité, elle est
notamment positive et somme a 1;

2. La relation P(Y =vy) = 5 P(Y = y[X = X)P(X = X) vue dans le cas discret se
transpose au cas absolument continue

1
fy(y) =  Fyx—(Y)Fx(X)dx;

3. Si les variable X et Y sont indépendantes, on a bien évidemment fy|x—,(y) = Fy(y) et
Txpy—y(X) = Fx(X).

On souhaite maintenant définir ’espérance conditionnelle. Pour X fixé, I'espérance conditionnelle
de Y sachant X = X est 1

E[Y|X=X]= yfyx_.(y)dy.
R

La fonction ¢ : x B ¢(xX) = E[Y |X = X] est une fonction réelle d’une variable réelle. ¢(X) est
donc une variable aléatoire : c’est I’espérance conditionnelle de Y sachant X.

Définition 6.3
La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y |X = X] avec la densité Tx(X) est appelée espérance
conditionnelle de Y sachant X. On la note E[Y |X].

Laurent Rouviéere Probabilités générales



6.4 Interprétation géométrique de I’espérance conditionnelle 51

Proposition 6.2
SiY est intégrable, alors la variable aléatoire E[Y |X] est aussi et on a

E[E[Y |X]] = E[Y].

Exemple 6.5
En reprenant I’exemple précédent, on a

1 N
E[YX=Xx]= yfyx—(y)dy = 5
R
d’on E[Y |X] = X/2. On retrouve bien 'espérance de Y par le théoréme précédent

E[E[Y |X]] = %E[X] = % = E[Y].

6.4 Interprétation géométrique de I’espérance conditionnelle

On reste tout d’abord dans le cadre ou le couple (X, Y )est absolument continue. Etant donné
une fonction U : R - R, il est possible de montrer que

E[(Y —u(X))’] = E[(Y — E[Y [X])*] + E[(u(X) — E[Y [X])*]. (6.1)

Ainsi la quantité E[(Y — u(X))?] est minimale lorsque u(X) = E[Y |X].

On se replace dans le cadre de la section 3.4.2 : on considére I'espace Ly(Q) des fonctions de carré
intégrable muni du produit scalaire < X;, Xy >= E[X;X;]. Ce produit scalaire induit donc la
norme [X 2= E[X?]. Considérons maintenant une variable aléatoire X et posons

Lo(X) = {u(X) avec u: R - R borélienne telle que E[u*(X)] < +oo}.

L,(X) est un sous-espace fermé de Lo(Q). Si Y [[1,(Q), on a donc d’aprés le théoréme de
projection orthogonale qu’il existe une unique variable aléatoire (Y ) dans le sous-espace L2(X)
qui soit a plus courte distance de Y. Dans le cas absolument continu, I’équation 6.1 montre que
cette variable aléatoire n’est autre que I’espérance conditionnelle. Il parait dont naturel d’étendre
cette définition a n’importe quelle variable aléatoire de Ly (Q).

Définition 6.4 (Espérance conditionnelle dans L,(Q))
Soit (X, Y) un couple aléatoire avec Y [IL(Q). L’espérance conditionnelle de Y sachant X, notée
E[Y |X], est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace Ly(X).

[’espérance conditionnelle de Y [X admet ainsi une interprétation géométrique trés simple (voir
Figure 6.2). Cette interprétation permet de retrouver sans effort certaines propriétés usuelles de
I’espérance conditionnelle.
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Y

E[Y [X]

L>(X)

FIG. 6.2 — L'espérance conditionnelle comme projection orthogonale.

Proposition 6.3

Soit (X,Y)Pun couple aléatoire avec Y [ILh(Q). On a alors

— Distance minimale : [Z1 C1LL(X), IYI— E[Y | X][Z [YI—- Z ]

— Orthogonalité : [Z1 CLL(X), Y — E[Y |X],Z[F0;

— Orthogonalité (bis) : [Z1 C1L(X), Y, Z & [H[Y | X], Z]

— Pythagore : YIZ = [E[Y | X] W [Y1— E[Y |X] 2}

— Pythagore (bis) : TE[Y | X=X Y1 dvece égalité si et seulement si Y est une fonction de X.

Les propriétés précédentes ont été par commodité énoncées en termes de produits scalaires et
de normes. Il faut cependant savoir les lire aussi bien en termes d’espérances et d’espérances
conditionnelles. De méme, chaque fois que 'on écrit Z [CMy(X), il faut lire Z = u(X), avec
u(X) CIL(Q). Par exemple, la propriété d’orthogonalité (bis) se lit : pour toute fonction u telle
que la variable u(X) soit de carré intégrable, on a :

E[u(X)Y] = E[u(X)E[Y |X]].

6.5 Espérance conditionnelle : le cas général

Dans I’étude des cas discrets et continus, pour définir I’espérance conditionnelle, nous avons sup-
poser seulement Y intégrable (Y [} (Q)). C’est pourquoi l'interprétation géométrique présentée
dans L,(Q) n’est pas complétement satisfaisante. Néanmoins, c’est celle qu’il faudra garder en téte
pour se souvenir des propriétés usuelles de 1’espérance conditionnelle.

Définition 6.5

Soit (X,Y ) un couple aléatoire avec Y intégrable. On appelle espérance conditionnelle de Y |X une
variable aléatoire fonction de X, notée E[Y |X], telle que pour toute fonction bornée u : R - R,
on ait

E[u(X)Y] = E[u(X)E[Y |X]]. (6.2)

Il existe ainsi une fonction ¢ mesurable telle que E[Y |[X] = ¢(X). La fonction x B E[Y |X = X]
est appelée fonction de régression.
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Remarque

Il n’existe pas forcément une unique fonction de X qui vérifié (6.2). Cependant, si il existe deux
fonctions qui vérifient (6.2) alors elles sont presque siirement égales. On confond souvent I’ensemble
des variables aléatoires qui vérifient (6.2) avec I'une quelconque de ses versions.

[’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 6.4

Soit (X,Y) un couple aléatoire avec Y [CLE(Q) On a :

— Cas d’égalité : si Y = g(X) est fonction de X, alors E[Y |X] = g(X). En particulier E[X|X] =
X ;

— Linéarité : soit Y1 et Yo intégrables, a et B deux réels, alors :

E[aY; + BY,|X] = aE[Y,|X] + BE[Y2|X];

— Linéarité (bis) : siu:R - R est bornée, alors E[u(X)Y |X] = u(X)E[Y |X];

— Positivité : st Y >0, alors E[Y |[X]>0;

— Positivité (bis) : si Y1 et Yo sont intégrables avec Y1 < Ys, alors E[Y{|X] < E[Y2|X];

— Calcul d’espérance par conditionnement : E[E[Y |X]] = E[Y];

- Si X et Y sont indépendantes, alors E[Y |X] = E[Y];

— Inégalité de Jensen : si Y prend ses valeurs dans un intervalle | de R, si @ est convexe sur | et
E[|p(Y)|] < +oo, alors

¢ (EIY [X]) = E[¢(Y)IX].
Remarque
Supposons maintenant que Y [LL(Q), on a alors d’aprés Jensen

(EIY [X])* < E[Y?X] = EEHI%IE[Y IX])2I:IS E[Y?] < +oo
donc E[Y |X] CLL(X). De plus pour tout u(X) CLL(Q), on a
Y — E[Y |X], u(X) = E[Y u(X)] — E[E[Y | XJu(X)] =0

et donc Y — E[Y |X] est orthogonal & tout u(>X). On retrouve bien que E[Y |X] est la projection

de Y sur Ly(X). La définition vu dans cette partie (L;(Q)) généralise donc bien celle de la section

précédente (Lo(Q)).

Remarque

Dans de trés nombreux cas, la définition vue dans cette partie n’est pas utilisée pour le calcul de

I’espérance conditionnelle. En effet,

— si le couple (X,Y) est discret, on détermine dans un premier temps les lois conditionnelles
Y |X = X pour tout X [Sk afin d’en déduire E[Y |[X = X] puis E[Y |X] (voir section 6.2);

— si le couple (X,Y) est absolument continu, ’espérance conditionnelle se déduit de la densité
conditionnelle fy|xy_, (voir section 6.3).

Nous terminons cette partie en donnant la définition de la variance conditionnelle ainsi qu’une de
ses propriétés.
Définition 6.6
Soit (X,Y)un couple aléatoire avec Y [Ih(Q). La variance conditionnelle de Y sachant X est
définie par
V(Y [X) = E[(Y — E[Y [X])*IX] = E[Y *|X] — (E[Y [X]).
Théoréme 6.2
Soit (X,Y)Pun couple aléatoire avec Y [Lh(Q). Alors

V(Y) = E[V(Y [X)] + V(ELY [X]).
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6.6 Probabilités conditionnelles

Soit (X, Y )un couple aléatoire admettant une densité de probabilité fxy et A un événement
qui s’exprime en fonction de X et Y. Prenons par exemple A = {X < Y }. On peut écrire sa

probabilité comme I’espérance d’une indicatrice :
]

P(A)= Loy Y)Ffxy(Xy)dxdy = E[14]
R2

Il est souvent plus facile de calculer cette quantité en commencant par “geler” I'une des variables
et d’intégrer par rapport a 'autre. C’est le principe du conditionnement.

Définition 6.7
Le probabilité conditionnelle de [’événement A sachant X = X est définie par

P(A|X = X) = E[14]X = x].

La probabilité conditionnelle de A sachant X, notée P(A|X), est la variable aléatoire prenant pour
valeurs P(A|X = X) avec densité Tx(X).
Remarque

Il faut noter que, tout comme l’espérance conditionnelle E[Y |X], la probabilité conditionnelle
P(A|X) est une variable aléatoire.

Proposition 6.5 (Calcul de probabilité par conditionnement)
Soit (X,Y)Pun couple aléatoire de loi absolument continue. On a alors

]
P(A)= P(AIX = x)fx(x)dx.

R

Exemple 6.6
Reprenons la deuxiéme partie de I'exemple 3.2 page 24 : (X, Y ) est un couple aléatoire de densité

X
fxy(X,y) = 7y10<y<m<2-

Nous souhaitons recalculer la probabilité P(Y > X?2). Comme fx(X) = %1]0,2[()(): on déduit, pour
X B 0, la densité conditionnelle

fY|X=:v(y) = 2%10<y<m<2-
Il vient donc 1
P(Y > X?) = P(Y > x*X = x)fx(x) dx.
Or
1 1 y
P(Y = X2|X = X) = 1y>:v2fY|X:J:(y) dy = 2ﬁ10<12<y<x<1 dy
) L)
=5l ydy = (1 —x*)1ocacr
X 22
On a donc
P > X2|X) =(@1- X2)10<X<1,
et
P(Y > X% = I;I(l - x2)x—3 dx = 1
T 47" 48
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6.7 Généralisation au conditionnement pas des sous-tribus

[’espérance conditionnelle définie dans la section 6.5 peut-étre vue comme un cas particulier du
conditionnement par une sous-tribu. On considére ici une variable aléatoire Y définie sur un espace
(Q, A, P) telle que E[|Y |] < +o0 et S une sous-tribu de A. On suppose qu’on ne s’intéresse qu’aux
évenements de la tribu S et on se demande si on peut trouver une version simplifiée de Y, qui
résumerait toute 'information contenue dans Y, sachant que 'on se restreint aux événements de

S.

Définition 6.8
On appelle espérance conditionnelle de Y sachant S la classe des variables aléatoires Z telles que :

1. Z est S-mesurable ;
2. pour tout A [S1: E[Y 1] = E[Z14].

Cette classe de variables aléatoires est notée E[Y |S]. Une variable aléatoire Z qui vérifie les deux
propriétés ci-dessus est appelée une version de [’espérance conditionnelle.

Remarque
Deux versions de l’espérance conditionnelle sont presque siirement égales. C’est pourquoi on
confond souvent la classe E[Y |S] avec I'une quelconque de ses versions.

Proposition 6.6
Soit (X,Y ) un couple aléatoire tel que E[|Y|] < +o0. L’espérance conditionnelle présentée dans
la définition 6.5 coincide avec ’espérance conditionnelle de Y sachant la sous-tribu a(X).

Les propriétés énoncées dans la section 6.5 sur I’espérance conditionnelle restent vraies pour 1’espé-
rance conditionnelle de Y sachant une sous-tribu. Pour plus de détails sur cette notion d’espérance
conditionnelle, on pourra se référer & Montfort (1996) et Fromont (2008).

Probabilités générales Laurent Rouviere






Chapitre 7

Convergences de suites de variables
aléatoires

Nous motivons la nécessité de définir des modes de convergences particuliers pour des suites de
variables aléatoires en reprenant I'introduction et ’exemple de Jacod & Protter (2003), chapitre 17.
On rappelle qu’on dit qu’une suite de fonctions f,, : R - R converge simplement vers f : R - R
si lim,, o F,,(X) = £(X) pour tout X [CRL Une variable aléatoire X étant une fonction X : Q - R,
il semble naturel d’élargir cette notion : une suite de variables aléatoires X,, converge simplement
vers X si lim,_ o X, (®w) = X(w) pour tout ® [Q. Bien que naturelle, cette définition est, de
maniére surprenante, a peu prés inutile en probabilités.

Exemple 7.1

Considérons X,, une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Bernoulli de paramétre 1/2.
On peut imaginer qu’elles donnent les résultats successifs lorsqu’on lance une infinité de fois une
piéce équilibrée (X; = 1 si on obtient “face” au i®™® lancé, 0 sinon). Lorsque N est grand, on s’attend
a ce que la proportion de faces obtenue soit & peu prés égale a 1/2, ce qui mathématiquement devrait

se traduire par,

+o o+
R SIC) Xn(®) :% @[

n — oo n

Il est cependant évident qu’on ne peut espérer obtenir un tel résultat. Il suffit en effet de considérer
wo ={f, T, f f, f ...} lasuite ne contenant que des faces, on a alors

lim Xi(@o) + ... + X, (wo) _

n — 0 n

1.

Plus généralement
. Xi)+...+ X, (0
lim 1( ) ( ) =0

n — oo n

pour tout w dans A = {w : il n’y a qu’un nombre fini de faces}. Plus généralement encore, on
peut trouver des w pour lesquels la fréquence converge vers n’importe quel nombre fixé dans [0, 1],
et d’autres pour lesquels la fréquence ne converge pas. Bien évidemment, I’événement A est plutot
invraisemblable. Il est en effet possible de montrer, lorsque N - oo, que P(A) = 0. Il est donc
nécessaire de définir de nouveaux modes de convergences, spécifiques aux variables aléatoire. Nous
verrons a la fin de ce chapitre que, pour cet exemple, nous avons

111 [1TT11
o1 /1
P w:lim-— Xi(w) = 5 =1.

naoon<
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Ce type de convergence, pour lequel on n’a pas convergence pour tout ®, mais seulement pour
presque tout W, est par exemple appelé convergence presque sire.

7.1 Les différents types de convergence

On désigne par (X, ), myune suite de variables aléatoires définies sur (Q, A, P) et a valeurs dans
R.

7.1.1 Convergence presque siire ou convergence forte

Définition 7.1
On dit que (X,,), mnconverge presque sirement vers une variable aléatoire X si ’ensemble N des
W tels que la suite numérique (X, (0)),mnne converge pas vers X(w) est négligeable (c’est-a-dire

vérifie P(N) = 0). On note
lim X, =X p.s. ou X, "3 X.

Remarque
On peut aussi dire que X,, "3 X si et seulement si
[T11] L1l
P o X lim X,(w) 8 X(w) =0
ou encore [T11 [T

P o [ lim X,(0)) =X(w) =1

Proposition 7.1
1. 8i X, "3 X et sip: R - R est une fonction continue sur R alors $(X,) = d(X).
2. 8i X, "> X et Y, "2°Y alors
— pour tout réels a et b, aX,, +bY,, "> aX +bY ;
- X, Y, XY
~ X, /Y, "3 XY si P(Y =0)=0.

On utilise rarement la définition pour montrer la convergence presque siire. On a souvent recourt

a I'un des critéres suivants.
Théoréme 7.1
La suite de v.a.r. (X,,), moconverge presque sirement vers X si et seulement si pour tout € > 0,

lim P(sup |X,, — X|>¢€)=0.
Proposition 7.2 (Lemme de Borel-Cantelli)
1. Si pour tout € > 0, 1
P(IX, — X| > €) < +oo
n [N

alors X,, "3 X.
2. Si les (X,,), o sont mutuellement indépendantes, alors X, P30 si et seulement si
1
(e 0, P(X,| > €) < +oo.
n [N

Proposition 7.3 1
Si il existe p >0 tel que  E[X, — X|?] < +00, alors X, "5 X.
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7.1.2 La convergence en probabilité
Définition 7.2

On dit que (X,,), o converge en probabilité vers X si pour tout € >0, on a

lim P(|X, — X| > ¢€) = 0.

On note X, P x.

La définition peut se récrire : X, P x lorsque pour tous € > 0 et N > 0 il existe N = N(g,n) tel
que pour tout N =N on a
P(X, = X[>¢) <n.

Exemple 7.2
Soit Xn, P__,Ejl des v.a.r. non corrélées deux a deux telles que E[X,] =0 et V(X,,) = 02, On note
Xn =+ . D’aprés Bienaymé-Tchebytchev, on a

1 1

1
P(|X|>s)<—V Xi =—

1= 1

On a donc )Zn o

Pr0p051t10n 7.4 (Opérations sur les convergences en probabilité)
1. Si X, > X et si ¢ R - R est une fonction continue sur R alors (X)) - q)(X)

2. Si X, - P X et Y, - P Y alors
— pour tout réels a et b, aX,, + by, P aX +bY ;
- XY, 5 XY,
~ X, /Y, 5 X/Y siP(Y =0)=0.

Théoréme 7.2
Si X, "3 X alors X, B X.

La réciproque est fausse, un contre exemple est donné dans Jacod & Protter (2003), page 152.

7.1.3 La convergence en moyenne d’ordre p >0

Définition 7.3
Soit p > 0. On dit que (X,)nmuconverge en moyenne d’ordre p (ou dans L,) vers X si les X,, et
X sont dans L, (E[|X,|P] < +oo et E[|X['] < +00), et si on a

lim E[|X, — X|"] = 0.

On note X, e x.

Les cas les plus importants sont p = 1 (convergence en moyenne) et p = 2 (convergence en moyenne

quadratique). En particulier si X, = X, alors
lim E[X,] = E[X] et lim E[|X,|] = E[|X]].

De plus, on peut montrer que
X, %X =X, %X
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ThéorLéme 7.3
Si X,, = X alors X, Fx.

Une fois de plus la réciproque est fausse. Méme la convergence presque sire n’implique pas la
convergence en moyenne d’ordre p. On pourra se référer 4 Barbe & Ledoux (2007), chapitre 5,
pour des contre-exemples.

7.1.4 La convergence en loi

Bien que différent, les trois modes de convergence vus précédemment sont de méme nature et
peuvent étre abordés comme des variantes de la convergence habituelle. Il existe un autre mode
de convergence, différent des précédents mais trés utiles en probabilité : la convergence en loi,
ou convergence faible ou encore convergence étroite. Dans cette partie, nous donnons la définition
ainsi que les principales propriétés de ce nouveau mode de convergence. Pour plus de détails, ainsi
que pour les preuves des résultats, le lecteur pourra consulter Carbon (2007) et Jacod & Protter
(2003).

On considére X une variable aléatoire et (X,),mnune suite de variables aléatoire définis sur
(Q, A, P) et a valeurs dans (R, Bg). On souhaite donner un sens a l'idée suivante : “pour n grand,
la loi de X et la loi de X,, sont voisines”. Une définition naturelle serait d’écrire que pour tout
borélien A, on a

lim P(X,, CA)=P(X [CA.
n — oo
Cependant, ’examen de certains cas particuliers montre que cette définition n’est pas satisfaisante.

Exemple 7.3
Prenons le cas ou X, est de loi uniforme sur [—1/n,1/n] et X est de loi p.s. nulle. Tl est facile de
voir que X,, converge vers X selon les différents modes déja étudiés. On a cependant

1 1
P(X,<0)=7B1=P(X=<0) et P(X,>0)=380=P(X>0).

En revanche, pour tout intervalle [a,b] tel queaB 0et b8 0, on a
lim P(X, [Jd,b]) = P(X []4d,h]).

Le probléme évoqué dans cet exemple vient du fait que la loi de X charge le point 0, ou encore
que la fonction de répartition de la loi de X est discontinue en 0. D’ou la définition suivante.

Définition 7.4 (Convergence en loi)
On dit que la suite (X,),mnconverge en loi vers X si, en tout point de continuité de Fx, on a

lim, . o Fx,(X) = F(X). On note X,, 5 X.

Remarque
1. On a bien X, Ex pour I'exemple 7.3.

2. Si X, L Xetsi Fx est continue en tout point de R, alors on a bien pour tout a, b

lim P(X, [14,b]) = P(X [14,b]).
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3. On a déja vu que X, Ex n’implique pas lim,_ . P(X,, [CA) = P(X [CA) pour tout
borélien. On a également X, Ex n'implique pas lim, _ « E[X,] = E[X] (voir Foata &
Fuchs (2003), chapitre 16).

4. De méme, X, L x n’implique pas X, — X 5 0. 1l suffit de prendre X [CN(0,1) et
X, = (—1)"X,.

5. La définition de convergence en loi se généralise au cas vectoriel (voir Jacod & Protter (2003)
et Carbon (2007)).

La convergence en loi peut également se montrer ou méme se définir (selon les ouvrages) a l'aide
des fonctions caractéristiques.

Théoréme 7.4
Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. X, 5 X;

) ] (|
2. Pour toute fonction f : R — R continue bornée, on alim,_o TdPyx, = TdPx;
3. Pour tout t [CR, on a lim,_ « ¢x,(t) = dx ().

La derniére assertion est une conséquence directe du théoréme de Paul Levy (voir Jacod & Prot-
ter (2003)). L’utilisation des fonctions caractéristiques est trés souvent utilisée pour montrer la
convergence en loi.

Exemple 7.4
Soit (X,,),, mpune suite de variable aléatoire de loi B(n,p,). On suppose que np,, — A lorsque
n - oo. On a

bx, (1) = [pne" + (1= p)]".
On montre a 'aide d’un développement limité

- \
¢Xn(t) 1+ (eit _ 1)ﬁ R e)\(elt_l).

On déduit que X, 5 X ot X est une v.a.r. qui suit une loi de Poisson de paramétre A.

Exemple 7.5
Soit (X,,),moune suite de variables aléatoires de loi de Poisson de paramétre A, avec A, — oo
lorsque N - oo. De la méme maniére que dans ’exemple précédent on peut montrer que

ou X [CNI(0, 1). On note également cette convergence

X, A
2 5 N(O, D).
A,
Dans les cas discrets et absolument continues, la convergence en loi peut également se montrer a
partir des fonctions de masse et de densité.
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Théoréme 7.5 L
1. Soit X,, et X des v.a.r. a valeurs dans un espace E fini ou dénombrable. Alors X,, > X si
et seulement si

B, lim P(X, =) = P(X = J).

2. Soit X,, et X des v.a.r. dont les lois admettent pour densité (par rapport a la mesure de
Lebesque) T, et T. Si pour presque tout X de R on a lim,,_ o F,(X) = F(X), alors X, tx.

La convergence en loi est préservée par certaines opérations arithmétiques.

Proposition 7.5
Soit (X,))nmnet (Yn)nmndeur suites de v.a.r., X une v.a.r. et @ un réel. On a :

1. §i X, Ex etY, L a alors

X, _
X,+Y, 5 X+a, X,Y,5aX et v (si a B 0).

2. 8519 :R - R est continue en tout point de R alors g(X,,) 5 g(Xx).
Remarque
1. La premiére assertion de ce théoréme est appelée théoréme de Slutsky ;

2. Ces opérations algébriques se généralisent au cas vectoriel.

Nous terminons en énongant les relations entre la convergence en loi et les autres modes de conver-
gence.

Théoréme 7.6
Si X, P X alors X, L x.

Remarque
1. La encore la réciproque est fausse. Un contre-exemple est donné par X [CNI(0,1) et X,, =
(—=1)"X. La réciproque devient vraie lorsque X,, converge en loi vers une variable constante
a. On a

L P
X, - a [IX] - a.

2. Les convergences presque stire et en moyenne d’ordre p impliquant la convergence en probabi-
lité, on en déduit que ces modes impliquent également la convergence en loi. La convergence
en loi est donc le mode de convergence le plus “faible”. On peut résumer les différents modes
de convergence par le diagramme suivant :

moyenne d’ordre p =[prdbabilit¢ =L_1 loi
1

presque sdre

FIG. 7.1 — Relations entre les différents mode de convergence.
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7.2 La loi des grand nombres

Soit Xy, ..., X, nv.a.r. indépendantes de loi Bernoulli de paramétre p. On a alors S, = ., X; [
B(n, p) et I'inégalité de Bienaymé-Chebychev nous donne :
.| 1
S _ pd—p)
IEPO, P p € <72—>0 quandn—>00.

1 ne
On déduit S,./n P p. Ce résultat se généralise a d’autres types de loi.
Dans la suite, étant donnée n v.a.r. Xy,...,X,, on désignera alors par S, la somme ., X;.

Lorsque l'on obtient pour S,, une convergence en probabilité du méme genre que sur ’exemple
précédent, on parle de loi faible des grands nombres. Si la convergence est presque siire, on emploie
le terme, loi forte des grands nombres.

7.2.1 Lois faibles des grands nombres
Nous énongons 2 lois faibles des grands nombres.

Théoréme 7.7 (Loi faible des grands nombres dans L)
Soit (X,)nmn une suite de v.a.r. de Li(Q,A,P) 2 a 2 indépendantes et de méme loi. On note
E[Xi]]=u. Ona

X;

i

=
EU

H.

i=1

Théoréme 7.8 (Loi faible des grands nombres dans L)
Soit (X)), mn une suite de v.a.r. de Lo(Q,A,P) 2 a 2 non corrélées et de méme loi. On note

E[Xi]]=u. Ona

On parle de lois faibles des grands nombres pour ces deux théorémes car les convergences ont bien
évidemment également lieu en probabilité. On pourra consulter Foata & Fuchs (2003), chapitre
17, pour la preuve de ces résultats.

7.2.2 Lois fortes des grands nombres
La convergence presque stre s’obtient supposant I'indépendance mutuelle dans le théoréme 7.7.

Théoréme 7.9
Soit (X)), mnune suite de v.a.r. de L1(Q, A, P) indépendantes et de méme loi. On note E[X;] = \.
On a

Remarque
Si on suppose de plus que E[X?] < oo, alors la convergence a également lieu dans L.
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7.3 Le théoréme central limite

_ , o ) : o o _ L1
Soit (X,),mnune suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi N (i, 0%). Si on note S,, = ', et
X,, = S,./n, on rappelle que

Vv_X —
=X~

[CINI(O, 1).

Le théoréme central limite stipule que, sous des hypothéses trés faibles, on peut étendre ce résultat
(asymptotiquement) & “n’importe quelle” suite de variables aléatoire indépendantes. C’est 1'un des
résultats les plus impressionnants et les plus utilisés en probabilités et statistique. L’idée est trés
simple : étant donnée une suite i.i.d. Xy, ..., X,, de variables aléatoires de moyenne U et de variance
02, on a pour n assez est grand, L(S,) = N (nu, no?). Et ceci, quelle que soit la loi des X;. La
seule hypothése requise est I'existence d’une variance.

Théoréme 7.10 (Théoréme central limite)
Soit (X,)nmnune suite de variables aléatoires ind@@antes, de méme loi, et telles que E[X?] <
+o0o. On note E[X;] = W, V[X;] =02 et X, = % i1 Xi. On a alors

5 N (0,1) gquandn - oo,

La preuve de ce résultat est relativement simple, elle repose sur un développement limité de la
fonction caractéristique.

Exemple 7.6
ﬁﬁif';@(n)nm]um suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre p [JUJ1[. On note S, =
X;. On a d’aprés la loi des grands nombres

i=1
Sn .S.
n P2 p quand N - oo
n
et d’aprés le théoréeme central limite
—nNn
P_¢ N(0,1) quand n - oo.
np(1 —p)

Le théoréeme central limite se généralise au cas vectoriel.

Théoréme 7.11 (Théoréme central limité pour des vecteurs aléatoires)
Soit (X,.)nnune suite de vecteurs aléatoires de RY indépendants, du second ordre, de méme loi,
d’espérance | CRE et de matrice de variance-covariance & (matrice d < d). Alors
v 1T 1 1
n

X,
%—u I_iN(O,Z) quand N - oo,
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Annexe A

Rappels de cours sur la lol normale

A.1 Lol normale centrée réduite

Définition A.1
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite si elle admet comme densité
de probabilité la fonction

p f 1,

f(x) = :qé exp ——
2n 2
On note X [CNI(0, 1).

Proposition A.1
Si X [CNI(0,1), alors E(X) =0 et V(X) = 1.

Définition A.2
La fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi normale N (0,1) est :
1, 1

)
FX)=P(X=x)= 3«% exp —% dt.

0.4

0.3
I

0.2

0.1

0.0

F1G. A.1 — Fonction de répartition.

Cette fonction ne s’exprime pas a 'aide des fonctions usuelles, on peut trouver ses valeurs dans
une table.
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Proposition A.2
XACHL on a F(—%) =1 —F(X).

Exemple A.1 (Lecture de table)
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi N (0,1). On a

P(X < 2.11) = F(2.11) = 0.9826
P(X <—2.11) = F(=2.11) = 1 — F(2.11) = 1 — 0.9826 = 0.0174
P(X=211)=1—P(X <2.11) =1—F(2.11) = 1 — 0.9826 = 0.0174

Pour calculer une probabilité du genre P(—1 < X < 2) on peut raisonner de deux maniéres
différentes :

1. Analytiquement :

- .. - 1, -
P-l=x=2)= f(t)dt= f(hdt+  fOdt=—  FOdt+  F(O)dt

—1 —oo —oo —oo

=—F(-1)+F@2)=F@)—(1—F())=0.9772— 1+ 0.8413 = 0.8185.

2. Géométriquement : cette approche est plus naturelle.

vi
o

.o
L

NN
0 = \ I I I

4 1 0 2 4
La probabilité recherchée correspond a I’aire de la partie hachurée de la figure de gauche. Il est
évident que cette aire est égale a l'aire hachurée de la figure “droite-haut” moins celle de “droite-

bas”. En terme de probabilité, ceci s’écrit :

P-l=X<2)=P(X<2)—P(X<(-1)=F@) —F(-1) =F(2) — (1 - F(1))
=0.9772 — 1 + 0.8413 = 0.8185.

Définition A.3
Etant donné un réel a dans [0,1], le quantile u, d’ordre o (voir Figure A.2) est défini par la

relation
PX<=u,) =a.
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0.4

03

0.0

FI1G. A.2 — Représentation du quantile d'ordre a.

Tout comme la fonction de répartition, les quantiles de la loi normale centrée réduite ne s’expriment
pas a ’aide des fonctions usuelles et il faut les lire sur des tables. Il faut toujours penser a vérifier
que les quantiles dont 1’ordre est inférieur & 0.5 sont des valeurs négatives.

Exemple A.2
On lit sur la table :

Up.g5 — 164, Uop.o5 — _164, Ugs7 = 018, Up.32 = —0.47 .

A.2 La loi normale N (Y, ?)

Définition A.4
On dit qu’une variable Y suit une loi N (U, 02) si elle admet comme densité de probabilité la

fonction I:z , 1
f(x) = A,L exp — X H)

202
Proposition A.3
Si Y [CNI(Y, 62) alors
1. E(X) = et V(X) =02
2. [(d,b) CRP, aY +b [CNl(au + h,a’0?).
Pour obtenir les valeurs de la fonction de répartition et des quantiles d'une loi N (U, 0?), on se

rameéne & l'utilisation des tables de la loi N (0,1) & 'aide du théoréme suivant.

Théoréme A.1
SiY [CNI(Y, 0?), alors la variable aléatoire

suit une loi N (0, 1).
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Exemple A.3
Soit Y [[NK2,9), déterminons P(Y < 1.4) et le second quartile de Y. On pose X = %, d’aprés
le théoréme précédent, X suit une loi N (0,1). On a alors :

L1 L1
Y—2 14-2

P(Y <14)=P —"-<~%" =P(X=<-02)

=F(—0.2) =1—F(0.2) = 1 —0.579 = 0.421.

Soit gg.75 le second quartile de Y, c’est a dire :

P(Y < q0.75) = 075,

ou encore I;I 5 5 1 L1 )
P <H0BT2 —o75 TP X=P0BTS =075
3 3 3
On en déduit que W est la quantile d’ordre 0.75 de la loi N (0, 1), par conséquent

—2
q°'753 = 06745 [T T = 40235,

A.3 Somme et moyenne de lois normales

Théoréme A.2

Soient Y1 et Yy deur variables aléatoires indépendantes de lois respectives N (U1, 07) et N (U, 03).
Alors
Yy + Yy CNI(W + Yy, 07 + 03).

Corollaire A.1
Soient Y1,...,Y, N variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de lois nor-

males N (U, 02). Alors
1 1 o?
- .

ou encore

Y. 1
Tngt 1).
/= ENIO, 1)
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Annexe B

Lois usuelles dans R
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B.1 Lois discrétes

‘ Loi H Parameétres Fonction de masse Espérance ‘ Variance ‘ Modélisation ‘ Observations ‘
Dirac 9, a 1.(x), X a 0 X est une v.a. prenant la | Fonction caratéristique (F.c.)
valeur a quel que soit le | ¢p(t) = e,
résultat de I'expérience.
Uniforme L x Cf,...,n} ”T“ ”igl X est une v.a. désignant
de support un nombre entier com-
{1,...,n} pris entre 1 et N choisi
au hasard (avec équipro-
babilité).
Bernoulli p ]Q,1] p*(1—p)'~*, x {0, 1} p p(1—p) X est le résultat d'une | Si X; [CBIp), i =1 in-
B(p) exprérience a deux is- | dépendantes alors [_; X; [
sues : 1 avec probabilité | B(n,p). F.c. ¢(t) = pe + (1 —
11 p, 0 avec probabilité 1—p. | p).
Binomiale n CNF, p []Q,1] xr&(&ll P) n} np np(l —p) X est la somme de nex- | Si X; [B(ny,p) et Xy L[]
B(n,p) B périences de loi de Ber- | B(ny, p) avec X; et X, indé-
noulli indépendantes et | pendantes alors X; + Xy L[]
de méme paramétre. B(n; + ng,p). Fc. o) =
(pe” + (1 —p)™.
Poisson A>0 %e‘*, x [Nl A A Loi limite dune bino- | Si X; [CPI(A;), Xy [CPI(A)
P(A) miale B(n,p) lorsque | avec X; et X, indépendantes
n - oo, p - 0 et | alors Xl + X2 I:EK)\l + )\2)
np - A F.c. p(t) = ere™ D),
Géométrique || p L], 1] @-p)*'p, x [{1,2,..} % % X est la v.a. correspon- | F.c. ¢(t) = %ﬁ.
G(p) dant au nombre d’essais
nécessaires pour obtenir
un succés lorsque 1’on ré-
péte plusieurs fois une
expérience de Bernoulli.




Loi H Parameétres ‘ Fonctign de masse ‘ Espérance ‘ Variance Modélisation ‘ Observations

Binomiale n CNF, p C]Q,1] )ri_i p"(l — p)* ", m % X est la v.a. correspon- | Si n = 1 on retrouve la
négative x CZhn+1,..} dant au nombre de fois | loi géométrique. Si X; et Xs
' ou il a fallu répéter une | suivent des loi binomiales né-
expérience de Bernoulli | gatives de paramétres (ny,p)
pour obtenir N succes. et (Na, p) avec X; et Xy indé-
pendantes, alors X; + Xy suit
une loi binomiale négative de

paramétre (N, + Ny, p).

. « CHC N Ny N— - e
Hypergéo- N [N* N EjT’ x [N, x =|*# ML ASS=" | On tire n boules sans | On retrouve la loi binomiale
métrique {1,...,N}, n I::Imax("o’n —N+Ny), x < remise dans une urne | lorsque Ny - oo, N - oo et

{1,...,N} min(n, N,) ’ contenant N;  boules % - p.
blanches, N — N; boules
noires. X est la v.a. cor-
respondant au nombre
de boules blanches tirées.




B.2 Lois absolument continues

‘ Loi H Parameétres Densité Espérance ‘ Variance Modélisation ‘ Observations ‘
Uniforme a,b[R a<b ﬁl[a,b] (x) “T“’ % X est la variable aléa- | F.c. ¢(t) = % pour une loi
U([a, b)) toire représentant un | U([—a, a])

nombre tiré au hasard
entre a et b.
Exponentielle|| A >0 Ae 1 oo (X) 1/A 1/A2 EAN) = y(L,A). Fe. o(t) =
&N MA—it)
Gamma p>0, A>0 ﬁe‘”()\x)f"ll[o,m[(x) p/A p/\? Si Xy [C—¥(p,N), Xy [
v(p,A) V(p2, A) et X; et Xy indépen-
dantes, alors X; +X, [y(p,+
p2,A). Pour n [CN*, '(n) =
(n—=21)!
Beta I|la>0,b>0 g (1 =" X 7 0 1y(X) - ez =Tt Si X [yla,1) et Y [ P(ab) = Fgg_{g). Les sta-
Bi(a,b) y(b,1) avec X et Y indé- | tistiques d’ordre d’une loi
pendantes, alors XLJFY U ([0, 1]) suivent des lois 34
B1(a,b)
Beta Inlla>0b>0 m%1[07+m[(x) S si b > % si | Si X [Cylal)etY [C[Bi X CPI(ab) alors =
B2(a, b) 1 bh>2 y(b,1) avec X et Y in- | Ba(a,b) et réciproquement.
dépendantes, alors % 11
i i B2(a,b)
Weibull a>1,A>0 aAxX e 1 L oo(X) ”j;? F(”E);X(”a) X [CW(a,A) si X* 1
W(a,A) i €(A)
Gaussienne || m [Rl, 02>0 %e_% m 02 Loi limite de théoréme | Si X [IN(m,c?), alors
ou normale central limite @ [CMWN(@O,1). si X; [
N (m, 0?) N (my, 0%) et Xy [CNI(My, 03)

avec X; et Xy indépendantes
alors X; + Xy [CMN(m; +

m,, 02 + 02). Fc. o) =
eimte—02t2/2‘




Loi H Parameétres Densité ‘ Espérance ‘ Variance ‘ Modélisation ‘ Observations
Cauchy m Si Xy et X, sont indé- | F.c. ¢p(t) = eI,
pendantes de méme loi
N(0,1), si U [0 -
n/2,m/2[), alors X;/X,
et tanU suivent des lois
de Cauchy.
Log-normale || m [R], 0> >0 j%e_(ln%zrl L0, +e0[(X) gm+o®/2 e2mto®(ee®—1) | X suit une loi log-
normale de para-
métres (m, 0?) si
— InX [CNI(m, g?).
Chi-Deux || n CNF i€ 5 Lpaw(¥)] N 2n Si Xi,...,X, sont iid. | Si X, [X2(ny) et X, [11
x2(n) de loi N (0, 1), alors X = | X2(ny) avec X; et X, indé-
XZ+ ...+ X2 [A(n). | pendantes, alors X; + X, [[1
X*(ny + ny). Si X [CF(n),
L X [y(n/2,1/2).
P L2 2 : Do : : X2
Student n CNF vﬁ(ﬂ) 1+ = Osin>1| - sin>2 Si X [CN(0,1),Y E:BIB'/S] T (n) alors =~ L[]
T (n) 2 X2(n) avec X et Y indé- | By 3,2 .
pendantes, alors l% 11
T (n).
Fisher- m CNF, n CNF &i”f)x%‘l(n+mx)‘m7m Zosin> | 2Et S X CX3(m), Y CBi X CE(m,n), alors 1/X [
Snedecor 20z 2 n>4 X2(n) avec X et Y indé- | F(n, m).
F(m,n) pendantes, alors );/TZL 1
F(m,n).







Annexe C

Annales

Cette annexe comporte les sujets d’examens des derniéres années acompagnés de quelques corrigés.
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ENSAI, premiére année TES 2009-2010

Examen partiel Statistique 2

9 décembre 2009
Aucun document, pas de calculatrice

Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice 1 (Question de cours, 3 points)
1. Enoncer 'inégalité de Markov (sans oublier de donner les hypothéses).

2. Enoncer l'inégalité de Bienaymé-Chebychev (sans oublier de donner les hypothéses).
3. Démontrer 'inégalité de Bienaymé-Chebychev.
Exercice 2 (Questionnaire a choix multiple, 5 points)

Pour chaque question, on reportera sur la copie le numéro de la question avec celui de la réponse
exacte. Le choix devra étre justifié en 2 lignes maximum.

1. Soit X une variable aléatoire réelle de denstié fy. La variabe aléatoire Y = X + 1 admet
pour densité :

(a) fx(y+1)
(b) 1+ fx(y)
(c) 1—="Fx(y)
(d) fx(y —1)
(e) une autre

2. Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi normale. Alors 2X + 1 suit également
une loi normale

(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)

3. Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telle que p(X,Y) = 0 (p désigne le coefficient
de correlation), alors X et Y sont indépendantes.

(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)
4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors X +Y et Y sont indépendantes.
(a) Oui
(b) Non (ou dans certains cas seulement)

5. On note Fyx la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (pour une variable
aléatoire réelle). On a pour tout X :

(a) Fx(=x) = —Fx(x)

(b) Fx(=x) =1—Fx(x)

(c) Fx(=X) = Fx(x)

(d) aucune de ces égalités n’est correcte
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Exercice 3 (3,5 points)
Soit X = (X1, X3)"un vecteur aléatoire de loi uniforme sur le carré | —1,1[<] — 1, 1[.
1. Déterminer la densité de X ainsi que de ses marginales.
2. Calculer le coefficient de correlation entre X; et Xs.
3. Déterminer la densité de Y = X; — X5 (on pourra par exemple utiliser le produit de convo-

lution).

Exercice 4 (5 points)
Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A > 0 :

fy (y) = Ae 1 4 eol(Y).

On considére la variable aléatoire X = eY .

1. Montrer que X admet pour densité

A
fx(X) = Wl[l,J’,oo[(X).

2. Calculer E[X] en fonction de A.

3. On suppose que A > 1. Soit Z une variable aléatoire réelle indépendante de X et de loi
uniforme sur ]0, 1[. Déterminer la densité de la variable aléatoire Z/X.

Exercice 5 (3,5 points)
Soit Z = (X, Y ) un couple aléatoire dont la densité est donnée par

" §si0<x=sy<l1
fz(x,y) = w Y

0 sinon.

1. Montrer que k = %

2. Calculer les densités marginales.

3. On note A =] — 2, 1/4[x] — 1, 3/2[. Déterminer P(Z [A).
4

. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Justifier.
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CORRECTION

Exercice 1
1. Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a >0

P(X 2a)s¥.

2. Si E[X?] < +o0, alors on a pour tout réel a >0

P(X — E[X]| > a) < VX1

3. 1l suffit d’appliquer Markov & la v.a.r. positive | X — exp[X]|? :

E[(X — EIX]D? _ VIX]

P(X —EX]| > &) = P((X —EIX]* > a) = = =

Exercice 2
1. d par un changement de variable

2. a la loi normale est stable par transformation affine

3. b contre exemple (vu en cours) X [NI(0,1) et Y = X?
4. b on peut trouver plein de contre exemple

5. b la densité est paire

Exercice 3
1. On a clairement

1
Fx (X1, X2) = 211—1,1[2 (X1, X2)

et les marginales sont de méme loi uniforme sur | — 1, 1[.
2. p(X1, X3) =0 car X; et X5 sont indépendantes.
3. La loi de Y = X; — X, est donnée par le produit de convolution entre X; et X,. Soit
y [132,2], on a
1 [ Ijnlnln(l 14+y) 1
fy()=- Loy = 91-1() = —dt = —(2 = lyD.

4 R max(y—1, 1)4

On a donc

F () = 32— Y1200,

Exercice 4
1. On peut utiliser la fonction muette. Soit h une fonction mesurable. On a

J, e L e
E[h(X)]=  h(e)Ae ™ dy = h()Ae™ ")~ dy = h(x)—

0 1 1

)\+1
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2. On a goo)\

EX]= oy

On déduit E[X] = +oo si A <1, E[X] = == sinon.

3. On pose U = Z/X et V = Z. Cherchons la loi du couple T = (U,V)Y On considére le
changement de variable

¢ :J1, +oo[%x]0,1[ - A={(u,v):0<v<u<l1}
(u,v) B (v/u,v)

Le déterminant de la matrice jacobienne vaut —v/u?. Il vient donc
fT(U, V) = )\V_AUA_IJ-OSuSvSI-

On obtient la densité de U en intégrant par rapport a v

-

fy(u)=art  vidv = =1 i 1= urh).

u

Exercice 5
1. L’intégrale sur R? doit étre égale a 1 :

O, O
:‘L_ »%_/dydx:Zk.

2. On les obtient par intégration de la densité jointe :
1 1

fx(x) = 3% —1 10 et Fy(y) = Loly).

3. On a q
by LA
P(X III)—— deydx:

-bloo

4. Non car Tz(X,y) 8 fx(X)fy (y).
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