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Chapitre 1Rappels et notations
1.1 L'espa
e (Ω,A,P)On désigne par Ω l'ensemble des épreuves ou évènements élémentaires ω et par A une tribu sur
Ω, 
'est-à-dire une 
lasse de parties de Ω qui véri�e :� Ω ∈ A ;� ∀A ∈ A, Ā ∈ A (stabilité par 
omplémentation) ;� ∀An ∈ A, n ∈ N⋆,

⋃
n∈N⋆ An ∈ A (stabilité par union dénombrable).L'ensemble des parties de Ω, P(Ω), est un exemple de tribu sur Ω. Une élément A d'une tribu

A sera appelé évènement aléatoire (un évènement aléatoire est un élément de la tribu mais 
'estun sous-ensemble de Ω). Un 
ouple (Ω,A) où Ω est un ensemble et A une tribu sur Ω est appeléespa
e mesurable.Dé�nition 1.1Soit C une partie de Ω. La tribu engendrée par C est la plus petite tribu 
ontenant C. Cette tribupeut également être dé�nie 
omme l'interse
tion de toutes les tribus 
ontenant C. On la note σ(C).Dé�nition 1.2On appelle tribu borélienne de R, notée BR, la plus petite tribu 
ontenant tous les intervalles de R.Cette tribu est la tribu engendrée par les intervalles ouverts de R.Dé�nition 1.31. On appelle mesure sur (Ω,A) toute appli
ation dé�nie sur A à valeurs dans R̄+ = R+∪{+∞}véri�ant la propriété de σ-additivité, 
'est-à-dire que pour toute suite (An)n∈N⋆ d'élémentsde A deux à deux disjoints :
µ

(
⋃

n∈N⋆

An

)

=
∑

n∈N⋆

µ(An).2. L'espa
e (Ω,A, µ) est alors appelé espa
e mesurable.3. Si on a de plus µ(Ω) = 1 alors on dira que µ est une mesure de probabilité et que l'espa
e
(Ω,A, µ) est un espa
e de probabilité.Exemple 1.11. Mesure de 
omptage. Elle est dé�nie sur l'espa
e (N,P(N)) par

µc =
∑

x∈N

δxoù δx est la masse de Dira
 en x : δx(a) = 1 si a = x, 0 sinon.Probabilités générales Laurent Rouvière



4 Rappels et notations2. Mesure de Lebesgue. Elle est dé�nie sur l'espa
e (R,BR) pour tout intervalle ]a, b] par
λ (]a, b]) = b− a.1.2 Variable aléatoireNous reprenons l'exemple de Montfort (1996), page 30. L'expérien
e aléatoire 
onsiste à jeter nfois une piè
e de monnaie. L'espa
e Ω = {P, F}n est muni de la tribu P(Ω). On s'intéresse i
isimplement au nombre de piles sortis au 
ours des n jets. On dé�nit Ω′ = {0, 1, . . . , n} et on
onsidère la fon
tion

X : Ω → Ω′

ω 7→ X(w) = nombre de piles dans ω.On munit (Ω,P(Ω)) d'une mesure de probabilité uniforme P, i.e., P(ω) = 1
2n ∀ω ∈ Ω. A�n de
ara
tériser le phénomène d'intérêt (nombre de piles), il parait intéressant de dé�nir sur (Ω′,P(Ω′))une mesure de probabilité P′ par

∀A ∈ P(Ω′), P′(A′) = P
(
X−1(A′)

)
.Cependant, pour que 
ette dé�nition ait un sens il est né
essaire que X−1(A′) ∈ P(Ω). C'est
lairement le 
as dans 
et exemple mais il est possible d'envisager des 
as où 
ette 
ondition n'estpas véri�ée.Dé�nition 1.4Soit (Ω,A) un espa
e de probabilité et (Ω′,A′) un espa
e mesurable. On appelle variable aléatoireune fon
tion X dé�nie sur Ω à valeurs dans Ω′ telle que :

∀A′ ∈ A′, X−1(A′) ∈ A,où X−1(A′) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A′} = {X ∈ A′}.Dé�nition 1.5Soit (Ω,A) et (Ω′,A′) deux espa
es mesurables. Une fon
tion f dé�nie sur Ω à valeurs dans Ω′est dite mesurable si :
∀A′ ∈ A′, f−1(A′) ∈ A.Si (Ω′,A′) = (R,BR), f sera dite borélienne.Une variable aléatoire est don
 une fon
tion mesurable dé�nie sur un espa
e de probabilité.Dé�nition 1.6Soit (Ω,A,P) un espa
e de probabilité et X une variable aléatoire dé�nie sur Ω et à valeurs dans

Ω′. On appelle loi de probabilité PX de X la mesure image de P par X :
∀A′ ∈ A′ : PX(A′) = P(X−1(A′)) = P(X ∈ A′).Proposition 1.1Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espa
e de probabilité (Ω,A,P) à valeurs dans

(R,BR). Alors X−1(BR) est une tribu sur Ω : 
'est la tribu des évènements engendrés par X. Elleest notée σ(X).Laurent Rouvière Probabilités générales



1.3 Intégration 51.3 IntégrationDé�nition 1.7Soit f borélienne dé�nie sur un espa
e mesurable (Ω,A). f est appelée fon
tion A-étagée (ouétagée) sur Ω si elle est 
ombinaison linéaire �nie de fon
tions indi
atri
es de parties A-mesurablede Ω, i.e.,
f =

n∑

i=1

αi1Aioù les αi sont des réels et les Ai des éléments de A. On désigne par ξ+ l'ensemble des fon
tionsmesurables étagées positives.Théorème 1.1Soit f une appli
ation dé�nie sur (Ω,A) à valeurs dans (R̄,BR̄).1. Si f est positive, elle est mesurable si et seulement si elle est limite d'une suite 
roissanted'appli
ations mesurable étagées positives.2. f est mesurable si et seulement si elle est limite d'une suite de fon
tions mesurables étagées.Dé�nition 1.8Soit (Ω,A, µ) un espa
e mesuré et f une appli
ation de ξ+. On appelle intégrale de f par rapportà µ, l'appli
ation dé�nie sur ξ+ à valeurs dans R+ par
I(f) =

∫
f dµ =

∫

Ω

f(ω) dµ(ω) =
n∑

i=1

αiµ(Ai).Dé�nition 1.9Soit µ une mesure sur (Ω,A) et f ∈ M+ l'ensemble des appli
ations mesurables positives dé�niessur (Ω,A)à valeurs dans R+. On appelle intégrale de f la quantité
I(f) =

∫
f dµ = sup

{∫
h dµ : h ∈ ξ+, h ≤ f

}
.Proposition 1.2Soit f ∈ M+ et (hn)n∈N⋆ une suite 
roissante d'éléments de ξ+ telle que f = limn→∞ hn. Alors :

∫
f dµ = lim

n→∞

∫
hn dµ.Théorème 1.2 (Beppo-Lévi)Soit (fn)n∈N⋆ une suite 
roissante d'éléments de M+ et f = limn→∞ fn. Alors

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.On note M l'ensemble des appli
ation mesurables à valeurs dans R̄, f+ = max(0, f) et f− =

max(0,−f).Probabilités générales Laurent Rouvière



6 Rappels et notationsDé�nition 1.10Soit f ∈ M. f est dite µ-intégrable si :
∫
f+ dµ < +∞ et ∫

f− dµ < +∞.L'intégrale de f par rapport à µ est la quantité :
I(f) =

∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ.On note L1(Ω,A, µ) l'ensemble des fon
tions de M µ-intégrables.Proposition 1.3

f est µ-intégrable si et seulement si ∫
|f | dµ < +∞.Exemple 1.21. Intégrale par rapport à une mesure dis
rète. Une mesure µ est dis
rète si elle est dela forme :

µ =
+∞∑

n=1

pnδωnoù les pn sont positifs et ωn ∈ Ω. Alors ∀f ∈ M :
∫

Ω

f(ω) dµ(ω) =
+∞∑

n=1

pnf(ωn).

f est don
 intégrable si et seulement si la série de terme général pnf(ωn) est absolument
onvergente.2. Intégrale par rapport à la mesure de Lebesgue.
∫

1]a,b] dλ = λ(]a, b]) = b− a =
∫ b

a

dx.L'intégrale de 1]a,b] par rapport à la mesure de Lebesgue est égale à l'intégrale de Riemann.Plus généralement, si f est Riemann-intégrable sur ]a, b[, elle est Lebesgue-intégrable sur
]a, b[ et les deux intégrales 
oïn
ident :

∫

]a,b[

f(x) dλ(x) =
∫ b

a

f(x) dx.Dé�nition 1.111. Soit (Ω,A, µ) un espa
e mesuré. Un élément A de A est dit µ-négligeable s'il existe B ∈ Atel que A ⊂ B et µ(B) = 0.2. Une propriété Π dé�nie sur Ω est dite vraie µ-presque partout si l'ensemble {ω ∈ Ω :
Π(ω) est fausse} est µ-négligeable. Si µ est une probabilité, on dit que la propriété est vraiepresque sûrement.Théorème 1.3 (Théorème de 
onvergen
e dominée ou de Lebesgue)Soit g une appli
ation µ-intégrable et (fn)n∈N⋆ une suite d'appli
ations mesurables telles que :

∀n ∈ N⋆, |fn| ≤ g µ− p.p.On suppose en outre que (fn)n∈N⋆ 
onverge µ− p.p. vers une appli
ation mesurable f . AlorsLaurent Rouvière Probabilités générales



1.4 Mesure dé�nie par une densité 71. f est µ-intégrable ;2. On a
lim

n→+∞

∫
|fn − f | dµ = 0 ou en
ore lim

n→+∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.Théorème 1.41. Soit (fn)n∈N⋆ une suite d'appli
ations mesurables positives. Alors

∫ ∑

n∈N⋆

fn dµ =
∑

n∈N⋆

∫
fn dµ.2. Si (fn)n∈N⋆ est une suite d'appli
ations intégrables véri�ant

∑

n∈N⋆

∫
|fn| dµ < +∞,alors la série ∑

n∈N⋆ fn 
onverge µ− p.p., sa somme est intégrable et
∫ ∑

n∈N⋆

fn dµ =
∑

n∈N⋆

∫
fn dµ.1.4 Mesure dé�nie par une densitéDé�nition 1.12Soit (Ω,A, µ) un espa
e mesuré et f ∈ M+. Alors l'appli
ation ν : A → R+ dé�nie par

ν(A) =
∫

A

f dµest une nouvelle mesure sur (Ω,A) appelée mesure de densité f par rapport à µ.Théorème 1.5Soit ν une mesure de densité par rapport à µ. Alors
∀A ∈ A, µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.Lorsque la propriété pré
édente est véri�ée, on dit que ν est absolument 
ontinue par rapport à µ(ν ≪ µ).Théorème 1.6 (Radon-Nikodym)Soit µ une mesure σ-�nie et ν une mesure sur (Ω,A) absolument 
ontinue par rapport à µ. Alorsil existe une appli
ation f positive, unique à une µ-équivalen
e près telle que :

∀A ∈ A, ν(A) =
∫

A

f dµ.Le résultat demeure vrai si ν est σ-�nie et si ν est �nie alors f est µ-intégrable. f est appeléedérivée de Radon-Nikodym de ν par rapport à µ et sera notée
f =

dν
dµ

ou dν = fdµ.

Probabilités générales Laurent Rouvière



8 Rappels et notationsExemple 1.3 (Loi absolument 
ontinue)Soit X une v.a. de loi PX . D'après le théorème pré
édent, X admet une densité f par rapport àla mesure de Lebesgue. f est de plus λ-intégrable et on a
∀B ∈ BR, PX(B) =

∫

B

dPX =
∫

B

f dλ.Exemple 1.4 (Loi dis
rète)Soit X une v.a. dis
rète à valeurs dans (N,P(N)). PX est �nie, la mesure de 
omptage sur N
µc =

∑
n∈N δn est σ-�nie. Par 
onséquent, il existe une densité µc-intégrable valant pour tout

k ∈ N
dPX

dµc
= P(X = k).On retrouve bien

∀k ∈ N, PX ({k}) = P(X = k)
∑

k∈N

δn ({k}) = P(X = k).1.5 Espéran
e mathématiqueDé�nition 1.13Soit X une v.a. dé�nie sur (Ω,A,P) et à valeurs dans (R,BR). On dé�nit l'espéran
e mathématiquede X 
omme l'intégrale de X par rapport à P :
E[X] =

∫

Ω

X(ω) dP(ω)sous réserve que E[|X|] < +∞.Un espa
e probabilisé (Ω,A,P) est souvent abstrait et dans de nombreux 
as, il est di�
ile (voirimpossible) d'expli
iter Ω ou A. Il est alors pratique d'e�e
tuer les 
al
uls sur l'espa
e image(souvent (R,BR)). Le théorème de transfert justi�e le passage de l'espa
e abstrait à l'espa
e image.Dé�nition 1.14Soit (Ω,A, µ) un espa
e mesuré, (Ω′,A′) un espa
e mesurable et f une appli
ation mesurable de
(Ω,A) dans (Ω′,A′). On appelle mesure image de µ par f la mesure ν sur (Ω′,A′) dé�nie par

∀A′ ∈ A′, ν(A′) = µ
(
f−1(A′)

)
.On remarque que la loi d'une variable aléatoire X dé�nie sur (Ω,A,P) est la mesure image de Ppar X.Théorème 1.7 (Théorème de transfert)On reprend les notation de la dé�nition pré
édente. Soit h une appli
ation mesurable dé�nie sur

(Ω′,A′). Alors h est ν-intégrable si et seulement si h ◦ f est µ-intégrable et on a de plus
∫

Ω′
h dν =

∫

Ω

h ◦ f dµ.

Laurent Rouvière Probabilités générales



1.5 Espéran
e mathématique 9Corollaire 1.1Soit X une v.a. dé�nie sur (Ω,A,P) et à valeurs dans (Ω′,A′) et de loi PX. Soit h une appli
ationde (Ω′,A′) dans (R,BR). Alors l'espéran
e mathématique de h ◦X existe si et seulement si h est
PX-intégrable et on a

E[h ◦X] = E[h(X)] =
∫

Ω′
h dPX .En parti
ulier, si (Ω′,A′) = (R,BR), on a

E[h(X)] =
∫

R
h(x) dPX .Exemple 1.5 (Loi dis
rète)Si PX ≪ µc sur (N,P(N)) alors E[h(X)] existe si et seulement si ∑

n∈N pn|h(n)| < +∞ et
E[h(X)] =

∑

n∈N

pnh(n).Exemple 1.6 (Loi 
ontinue)Si PX ≪ λ sur (R,BR) alors E[h(X)] existe si et seulement si h.f est λ-intégrable (f désigne ladensité de X). On a alors
E[h(X)] =

∫

R
h(x)f(x) dλ(x).
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Chapitre 2Variables aléatoires 
ontinuesUne variable aléatoire réelle (v.a.r.) est une appli
ationX : (Ω,A,P) → (R,BR) telle que pour toutborélien B de BR l'ensemble X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} appartient à A. La tribu Borélienneétant engendrée par les intervalles ]−,∞, b[, b ∈ R, on peut également dé�nir une variable aléatoireréelle 
omme une appli
ationX : (Ω,A,P) → (R,BR) telle que pour tout réel b,X−1(]−∞, b[) ∈ A.Il dé
oule que les propriétés algébriques usuelles telles que la 
omposition par une fon
tion réellemesurable 
onservent la notion de variable aléatoire (si X et Y sont deux v.a.r. et λ ∈ R alors
λX,X + Y,XY, |X|, Xn, exp(X) sont des v.a.r.).Si X est une v.a.r, on rappelle que l'appli
ation PX : BR → [0, 1] dé�nie par PX(B) = P (X−1(B))est une mesure de probabilité sur (R,BR). Cette mesure de probabilité est appelée loi de probabilitéde X. On dit également que X suit la loi de probabilité PX et on note X ∼ PX .RemarquePour toute mesure de probabilité Q sur (R,BR), il existe un espa
e de probabilité (Ω,A,P) et unevariable aléatoire X : (Ω,A,P) → (R,BR) telle que PX = Q. On peut ainsi parler (
'est 
e qui estfait en général) de v.a.r. X ayant une loi de probabilité PX sans spé
i�er l'espa
e de probabilité
(Ω,A,P) sur lequel X est dé�ni. En revan
he, il est 
lair que X n'est pas l'unique v.a.r. véri�ant
PX = Q : une v.a.r. n'est don
 pas déterminée par sa loi.2.1 Fon
tion de répartition, fon
tion de masse, fon
tion dedensité2.1.1 Fon
tion de répartition d'une v.a.r.Dé�nition 2.1Soit X : (Ω,A,P) → (R,BR) une v.a.r. On appelle fon
tion de répartition de X la fon
tion
FX : R → [0, 1] dé�nie par

F (x) = PX (] − ∞, x]) = P(X ≤ x).Proposition 2.1La fon
tion de répartition F d'une v.a.r. X satisfait les propriétés suivantes :1. ∀x ∈ R, 0 ≤ F (x) ≤ 1 ;2. FX est une fon
tion 
roissante, 
ontinue à droite en tout point x ∈ R ;3. limx→−∞ F (x) = 0 et limx→∞ F (x) = 1.Probabilités générales Laurent Rouvière



12 Variables aléatoires 
ontinuesProposition 2.2Pour toute fon
tion F véri�ant les 3 assertions de la proposition pré
édente, il existe une uniqueloi de probabilité Q sur (R,BR) telle que F (x) = Q (] − ∞, x]).On déduit de 
ette proposition que la loi d'une v.a.r. est entièrement déterminée par sa fon
tionde répartition.2.1.2 Fon
tion de masse et 
lassi�
ation des v.a.r.Dé�nition 2.2 (fon
tion de masse d'une v.a.r.)Soit X : (Ω,A,P) → (R,BR) une v.a.r. On appelle fon
tion de masse de X la fon
tion
πX : R → [0, 1]

x 7→ P(X = x) = FX(x) − FX(x−)Proposition 2.3Si X est une v.a.r., alors l'ensemble DX des points de dis
ontinuité de sa fon
tion de répartitionvéri�e
DX = {x ∈ R : πX(x) > 0} .De plus 
et ensemble est �ni ou dénombrable.Dé�nition 2.31. Si DX = ∅, on dit que la loi de X est di�use.2. Si P(X ∈ DX) =

∑
x∈DX

πX(x) = 1, on dit que la loi de X est dis
rète (son support est
SX = DX).On peut montrer aisément que pour a, b ∈ R, on a

P(X ∈]a, b]) = FX(b) − FX(a), P(X ∈ [a, b]) = FX(b) − FX(a) + πX(a),

P(X ∈]a, b[) = FX(b) − πX(b) − FX(a), P(X ∈ [a, b[) = FX(b) − πX(b) − FX(a) + πX(a).En parti
ulier, si la loi de X est di�use, on obtient
P(X ∈]a, b]) = P(X ∈ [a, b]) = P(X ∈]a, b[) = P(X ∈ [a, b[) = FX(b) − FX(a).Proposition 2.4Pour toute v.a.r. de loi de probabilité Q, il existe α ∈ [0, 1], Q1 une loi dis
rète et Q2 une loi di�usetels que Q = αQ1 + (1 − α)Q2. Si α ∈]0, 1[ la loi est dite mixte.Exemple 2.11. Si X suit une loi uniforme sur [0, 1] alors

FX(x) =






0 si x < 0
x si 0 ≤ x < 1
1 si x ≥ 1Par 
onséquent DX = ∅ et la loi de X est don
 di�use.Laurent Rouvière Probabilités générales



2.1 Fon
tion de répartition, fon
tion de masse, fon
tion de densité 132. Si X suit une loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.

PSfrag repla
ements 0

1

1
1 − p

Fig. 2.1 � Fon
tion de répartition de la loi de Bernoulli B(p).On a 
lairement DX = {0, 1} et P(X ∈ DX) = 1. X est don
 une loi dis
rète.3. Soit X une v.a.r. dont la fon
tion de répartition est donnée par
FX(x) =






0 si x < 0
3x/4 si 0 ≤ x < 1/2
1/4 + 3x/4 si 1/2 ≤ x ≤ 1
1 si x ≥ 1On a DX = {1/2} et P(X ∈ DX) = 1/4 6= 1. X est une loi mixte :

PX =
1
4
δ1/2 +

3
4
U[0,1].Les variables aléatoires dis
rètes ont été traitées en détail dans le 
ours de �Statistique 1�. Dans
e 
hapitre, nous allons nous intéresser à des v.a.r. de lois di�uses parti
ulières : les v.a.r. de loisabsolument 
ontinues. Les lois di�uses non absolument 
ontinues sont dites singulières.2.1.3 Loi absolument 
ontinue - densité de probabilitéAve
 un léger abus de langage, on dit que la loi de probabilité PX d'une v.a.r. est absolument
ontinue lorsqu'elle est absolument 
ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue λ. D'après lethéorème de Radon-Nikodym, pour 
e type de loi de probabilité, il existe une fon
tion fX positiveet intégrable telle que pour tout x ∈ R,

FX(x) =
∫

]−∞,x]

dPX =
∫

]−∞,x]

fX(t) dλ(t).Cette fon
tion fX est appelée densité de la loi PX (ou par abus densité de X).Proposition 2.5Soit X une v.a.r absolument 
ontinue de fon
tion de répartition FX et de densité fX . AlorsProbabilités générales Laurent Rouvière



14 Variables aléatoires 
ontinues1. FX est λ− p.p. dérivable ave
 F ′
X = fX λ− p.p. ;2. ∫

R fX(t) dλ(t) = 1 et P(X ∈ [a, b]) =
∫ b

a
fX(t) dλ(t) ;3. fX est unique à une λ-équivalen
e près. fX 
ara
térise don
 la loi de X à une λ-équivalen
eprès ;4. Si FX admet en tout point de R une dérivée 
ontinue, alors la loi de X est absolument
ontinue. La ré
iproque est fausse : on peut juste dire que si PX est absolument 
ontinue,alors F (x) est 
ontinue.5. La loi de X est di�use et son support est dé�ni par SX = {x ∈ R : fX(x) > 0} (il existe deslois di�uses non absolument 
ontinues, voir par exemple l'es
alier de Cantor).Proposition 2.6Toute fon
tion réelle positive, d'une variable réelle, intégrable au sens de Lebesgue et telle que∫

R f(t) dλ(t) = 1 est la densité d'une loi de probabilité.On rappelle que si µc désigne la mesure de 
omptage sur Z alors pour une loi PX de supportin
lu dans Z on a PX(B) =
∑

x∈B πX(x) =
∫

B
πX dµc. Il est don
 possible de regrouper l'étudedes lois dis
rètes et 
elle des lois absolument 
ontinues. Cependant, d'un point de vue pratique(notamment 
al
ulatoire), l'étude de 
es deux types de lois di�èrent (
al
ul d'espéran
e et devarian
e par exemple). C'est pourquoi on donnera à la suite de 
haque résultat les di�érentesexpressions selon que la variable est dis
rète ou absolument 
ontinue.2.2 Espéran
e - moments d'une v.a.r.2.2.1 Dé�nitionOn 
onsidère un espa
e de probabilité (Ω,A,P), X une v.a.r. dé�nie sur 
et espa
e de loi deprobabilité PX.Dé�nition 2.4 (Espéran
e mathématique)Soit X une v.a.r. P-intégrable. On appelle espéran
e mathématique de X, notée E[X] l'intégralede X par rapport à P :

E[X] =
∫
X dP =

∫

Ω

X(ω) dP(ω).Le théorème de transfert permet de 
al
uler l'espéran
e mathématique sans 
onnaître l'espa
e deprobabilité sous-ja
ent.Proposition 2.7Soit X une v.a.r. P-intégrable. On a alors
E[X] =

∫

R
x dPX(x).Remarque1. L'espéran
e mathématique véri�e toutes les propriétés de l'intégrale, en parti
ulier la linéaritéet la monotonie ;2. L'espéran
e mathématique s'interprète souvent 
omme un indi
ateur de 
entralité. On parlesouvent de �valeur moyenne� de X ;Laurent Rouvière Probabilités générales



2.2 Espéran
e - moments d'une v.a.r. 153. Si A ∈ A, on a P(A) = E[1A] ;4. Soit ϕ une fon
tion réelle mesurable dé�nie sur (R,BR). Alors ϕ(X) est aussi une v.a.r.dé�nie sur (Ω,A,P). Par suite, si ϕ(X) est P-intégrable, elle possède une espéran
e
E [ϕ(X)] =

∫
ϕ(X) dP =

∫

R
ϕ(x) dPX(x).Exemple 2.2 (Cal
ul de l'espéran
e pour une loi dis
rète)Si PX est une loi dis
rète de fon
tion de masse πX et de support SX (PX =

∑
x∈SX

πX(x)δx) et si∑
x∈SX

|x|πX(x) < +∞, alors E[X] existe et
E[X] =

∑

x∈SX

xπX(x).Exemple de la loi de Bernoulli ou du dé à 6 fa
es équiprobables.Exemple 2.3 (Cal
ul de l'espéran
e pour une loi absolument 
ontinue)Si PX est une loi absolument 
ontinue, de densité fX et si x 7→ |x|fX(x) est λ-intégrable, alors
E[X] existe et

E[X] =
∫

R
xfX(x) dλ(x).Exemple de la loi uniforme ou de la loi normale.Dé�nition 2.5Si |E[X]| < +∞, on dit que X a une espéran
e �nie. De plus1. Si E[X] existe et E[X] = 0, la v.a.r. X est dite 
entrée ;2. Si E[X] existe, on dit qu'on 
entre ou re
entre X lorsqu'on lui retran
he E[X].Il est 
lair que |E[X]| ≤ E [|X|]. La proposition suivante nous donne une inégalité plus générale.Proposition 2.8 (Inégalité de Jensen)Soit X une v.a.r. à valeurs dans un intervalle ]a, b[ d'espéran
e �nie et ϕ une fon
tion réelle
onvexe sur ]a, b[. Alors

ϕ (E[X]) ≤ E [ϕ(X)] .Rappels :1. ϕ est 
onvexe si et seulement si ∀x1, x2 le segment [A1, A2] (Ai = (xi, ϕ(xi)), i = 1, 2) estsitué au dessus de la 
ourbe représentative de ϕ. Ou en
ore ϕ est 
onvexe si et seulement si
∀x1, x2, ∀λ ∈ [0, 1]

ϕ(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λϕ(x1) + (1 − λ)ϕ(x2).2. ϕ est dite 
on
ave si et seulement si −ϕ est 
onvexe. On déduit don
 que si ϕ est dite 
on
avealors
ϕ (E[X]) ≥ E [ϕ(X)] .On introduit maintenant d'autres 
ara
téristiques d'une v.a.r. X qui permettent de rendre 
ompte,entre autre, de sa dispersion.Proposition 2.9Soit r et r′ ∈ R ave
 0 < r < r′. Si E

[
|X|r′] < +∞ alors E [|X|r] < +∞.Probabilités générales Laurent Rouvière



16 Variables aléatoires 
ontinuesDé�nition 2.6 (Moments)1. Soit a, r ∈ R. Si E [|X|r] < +∞, on appelle moment d'ordre r deX la quantité E [Xr] < +∞ ;2. Lorsque E [|X − a|r] < +∞, on appelle moment 
entré en a d'ordre r de X la quantité
E [(X − a)r] ;3. Lorsque E [|X|] < +∞ et a = E[X], on parle de moment 
entré de X.Dé�nition 2.7 (Varian
e - é
art-type)Le moment 
entré d'ordre 2 de X est appelé la varian
e de X et noté V[X] :

V[X] = E
[
(X − E[X])2

]
.Sa ra
ine 
arrée positive est appelée l'é
art-type de X, noté σ[X].Exemple 2.41. Loi de Bernoulli : V[X] = p(1 − p) ;2. Loi uniforme sur [0, 1] : V[X] = 1/12 ;3. Loi uniforme sur [1/4, 3/4] : V[X] = 1/48 ;La varian
e peut s'interpréter 
omme une mesure de dispersion d'une v.a.r. On retrouve bien quela loi uniforme sur [1/4, 3/4] est moins dispersée que la loi uniforme sur [0, 1].Proposition 2.10Il dé
oule de la dé�nition pré
édente les assertions suivantes.1. ∀α ∈ R, V[αX] = α2V[X] ;2. ∀a ∈ R, V[a+X] = V[X] ;3. V[X] = 0 si et seulement si X est une v.a.r. presque sûrement 
onstante (X = E[X] p.s.).Dé�nition 2.8Si E[X] = 0 et V[X] = 1, on dit que X est 
entrée réduite.Si E [|X|] < +∞ et V[X] < +∞, alors la v.a.r.

X − E[X]
σ[X]est 
entrée réduite.La proposition suivante nous donne une autre manière (souvent utilisée) de 
al
uler la varian
e.Proposition 2.11

X a un moment d'ordre 2 �ni si et seulement si son espéran
e mathématique et sa varian
e existentet sont �nies. On a alors
V[X] = E[X2] − (E[X])2 .Laurent Rouvière Probabilités générales



2.3 Médiane - quantiles d'une v.a.r. 172.2.2 Inégalités faisant intervenir les momentsLes moments permettent de donner une indi
ation sur la dispersion d'une variable. Cette dernièrepeut par exemple être pré
isée à l'aide des inégalités suivantes.Théorème 2.1 (Inégalité de Markov)Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a > 0

P(X ≥ a) ≤
E[X]
a

.Preuve. On a
E[X] =

∫

R+

x dPX(x) =
∫

[0,a[

x dPX(x) +
∫

[a,+∞[

x dPX(x).D'où
E[X] ≥

∫

[a,+∞[

x dPX(x) ≥ a
∫

[a,+∞[

dPX(x).

�Théorème 2.2 (Inégalité de Bienaymé-Cheby
hev)Si E[X2] < +∞, alors on a pour tout réel a > 0

P(|X − E[X]| > a) ≤
V[X]
a2

.Preuve. Il su�t d'appliquer l'inégalité de Markov à la variable aléatoire (X − E[X])2.
�La majoration de l'inégalité de Bienaymé-Cheby
hev n'est généralement pas très �ne. Il est souventpréférable d'utiliser l'inégalité de Cherno� (voir TD1).2.3 Médiane - quantiles d'une v.a.r.L'espéran
e est une mesure de tendan
e 
entrale d'une v.a.r. Cependant, elle se révèle peu infor-mative dans 
ertains 
as (il est par exemple assez fa
ile de voir que l'espéran
e est sensible auxvaleurs aberrantes). Il est souvent né
essaire d'étudier d'autres mesures de tendan
e 
entrale.Dé�nition 2.9 (Médiane)On appelle médiane d'une v.a.r. X tout réel M qui véri�e

P(X ≤ M) ≥
1
2

et P(X ≥ M) ≥
1
2
.En parti
ulier, lorsque la fon
tion de répartition FX est stri
tement 
roissante, la médiane M estl'unique solution de FX(M) = 1

2
.Exemple 2.51. Si PX = 1/4δ0 + 1/2δ1 + 1/4δ2 alors M = 1 ;2. Si PX = 1/4δ0 + 1/4δ1 + 1/2δ2 alors M ∈ [1, 2[ ;Probabilités générales Laurent Rouvière



18 Variables aléatoires 
ontinues3. Si PX = U[0,1] alors M = 1/2.Dé�nition 2.10 (Quantiles)Pour α ∈]0, 1[, on appelle quantile d'ordre α de X tout réel qα qui véri�e
P(X ≤ qα) ≥ α et P(X ≥ qα) ≥ 1 − α.On remarque que la médiane 
orrespond au quantile d'ordre 1

2
. De même les quartiles de X
orrespondent aux quantiles d'ordre 1

4
et 3

4
. De plus, lorsque la fon
tion de répartition FX eststri
tement 
roissante, qα est l'unique solution de FX(x) = α.2.4 Cal
ul de loisEtant donné une v.a.r. X de loi PX et ϕ une fon
tion réelle mesurable, on se pose dans 
ette partiele problème de trouver la loi Pϕ(X) de la v.a.r. ϕ(X).2.4.1 Cas dis
retPour une variable dis
rète, on 
her
he dire
tement à exprimer P(ϕ(X) = y) pour tout y ∈ ϕ(SX)à l'aide des propriétés de base des probabilités.Exemple 2.6Si la loi de X est donnée par le tableau 2.1

SX -1 0 1 2
πX 1/5 1/5 2/5 1/5Tab. 2.1 � Loi de X.alors la loi de Y = X2 est donnée par le tableau 2.2
SY 0 1 4
πY 1/5 3/5 1/5Tab. 2.2 � Loi de Y = X2.2.4.2 Cas absolument 
ontinuUtilisation de la fon
tion de répartitionLa fon
tion de répartition détermine entièrement la loi d'une v.a.r. L'appro
he proposée 
onsisteà exprimer la fon
tion de répartition Fϕ(X) en fon
tion de FX . La fon
tion de densité s'obtientpar fX = F ′

X λ− p.p.. On peut aussi utiliser 
ette appro
he pour déterminer la fon
tion de massed'une variable dis
rète.Exemple 2.7Soit X une v.a.r. de loi uniforme sur [0, 1]. On s'intéresse à la loi de Y = X2. On a pour tout
t ∈ [0, 1],

FY (t) = P(Y ≤ t) = P(X2 ≤ t) = P(X ≤
√
T ) =

√
t.La densité de Y est don


fY (t) =
1

2
√
t
1[0,1](t).Laurent Rouvière Probabilités générales



2.4 Cal
ul de lois 19Utilisation de la mesure imageOn suppose que le support de X est un ouvert U de R, la densité de X est don
 de la forme
fX(x)1U (x). On suppose de plus que ϕ : U → V est un di�éomorphisme (fon
tion bije
tive etdi�érentiable). On a alors le théorème de 
hangement de variable.Théorème 2.3 (
hangement de variable)Sous les hypothèse présentées 
i dessus on a :

∫

V

f(y) dy =
∫

U

f(ϕ(x))|ϕ′(x)| dλ(x)et ∫

U

f(x) dλ(x) =
∫

V

f(ϕ−1(y))|
(
ϕ−1

)′ (y)| dλ(y).On obtient la densité de Y à l'aide du théorème suivant.Théorème 2.4La loi PY de Y est la mesure image de PX par ϕ (PY = PX ◦ ϕ−1). On déduit du théorème de
hangement de variable
fY (y) = fX(ϕ−1(y))|

(
ϕ−1

)′ (y)|.Exemple 2.8Refaire l'exemple 2.7 en utilisant le théorème pré
édent.Utilisation de la fon
tion muetteComme pour toute fon
tion mesurable bornée h on a
E[h(X)] =

∫

R
h(x)fX(x) dλ(x),il su�t de trouver une fon
tion g telle que pour toute fon
tion borélienne bornée h on ait

E [h (ϕ(X))] =
∫

R
h(y)g(y) dλ(y).Par identi�
ation, on pourra alors a�rmer que g est la densité de ϕ(X). Cette fon
tion g n'estpas toujours fa
ile à trouver. Cependant, dans le 
as où le support de X est un ouvert U et ϕ estun di�éomorphisme de U sur un ouvert V , la fon
tion g s'obtient fa
ilement à l'aide d'un simple
hangement de variable :

E [h (ϕ(X))] =
∫

U

h (ϕ(x)) fX(x) dλ(x) =
∫

V

h(y)fX

(
ϕ−1(y)

) ∣∣∣
(
ϕ−1

)′ (y)
∣∣∣ dλ(y).Par identi�
ation, la densité de Y = ϕ(X) est donnée par y 7→ fX (ϕ−1(y))

∣∣(ϕ−1)′ (y)
∣∣ 1V (y). Onretrouve bien la densité du théorème 2.4.Exemple 2.9On se repla
e dans le 
as de l'exemple 2.7. On a

E
[
h(X2)

]
=

∫ 1

0

h(x2) dx =
∫ 1

0

h(y)
1

2√y
dy.

Probabilités générales Laurent Rouvière





Chapitre 3Ve
teurs aléatoiresOn généralise les notions introduites au 
hapitre 2 à des ve
teurs aléatoires.3.1 GénéralitésOn appelle variable aléatoire à valeurs dans Rn ou ve
teur aléatoire à n dimensions toute appli
a-tion X : (Ω,A,P) → (Rn,BRn) telle que pour tout borélien B de Rn, X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈
B} ∈ A. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on note πi la proje
tion 
anonique

πi : Rn → R
x = (x1, . . . , xn)′ 7→ xi.On note Xi = πi(X), i = 1, . . . , n. On a alors X = (X1, . . . , Xn) et X est mesurable si et seulementsi les v.a.r. Xi le sont. Les Xi sont des variables aléatoires réelles appelées variables aléatoiresmarginales.Comme pour les v.a.r., l'appli
ation

PX : BRn → [0, 1]
B 7→ PX(B) = P(X−1(B))est une mesure de probabilité sur Rn appelée loi de probabilité ou loi 
onjointe du ve
teur X.L'espa
e (Rn,BRn,PX) est un nouvel espa
e de probabilité. De plus, pour toute mesure de pro-babilité Q sur (Rn,BRn), il existe un espa
e de probabilité (Ω,A,P) et un ve
teur aléatoire

X : (Ω,A,P) → (Rn,BRn) tel que PX = Q. Par 
onséquent, 
omme pour les v.a.r. on peutparler de ve
teur aléatoire X ayant une loi 
onjointe PX sans spé
i�er l'espa
e de probabilité
(Ω,A,P) sur lequel X est dé�ni.Proposition 3.1Pour tout borélien B de BR, on a

PXi(B) = PX(π−1
i (B)), i = 1, . . . , n.Ainsi la loi 
onjointe du ve
teur aléatoire X permet de déterminer les lois PX1, . . . ,PXn des va-riables aléatoires marginalesX1, . . . , Xn. Ces lois sont appelées lois marginales de X. La ré
iproqueest 
ependant fausse : la 
onnaissan
e des lois marginales ne déterminent pas la loi 
onjointe PX .Probabilités générales Laurent Rouvière



22 Ve
teurs aléatoires3.2 Fon
tions de répartition - densités3.2.1 Fon
tions de répartitionDans la suite, X : (Ω,A,P) → (Rn,BRn) désigne un ve
teur aléatoire à n dimensions.Dé�nition 3.1 (fon
tion de répartition 
onjointe)On appelle fon
tion de répartition de X la fon
tion
FX : Rn → [0, 1]

(x1, . . . , xn) 7→ PX(] − ∞, x1] × . . .×] − ∞, xn]) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn).Proposition 3.2La fon
tion de répartition FX satisfait les propriétés suivantes :1. Pour tout x ∈ Rn, 0 ≤ FX(x) ≤ 1 ;2. FX est une fon
tion 
roissante (au sens large), 
ontinue à droite en 
ha
un de ses arguments ;3. FX tend vers 0 lorsque un de ses arguments xi tend vers −∞ ;4. FX tend vers 1 lorsque tous ses arguments xi tendent vers +∞.Proposition 3.3La fon
tion de répartition 
onjointe 
ara
térise la loi 
onjointe.Proposition 3.4Pour i = 1, . . . , n, on a
FXi(xi) = lim

xj→∞,j 6=i
FX(x1, . . . , xn).Ainsi, la fon
tion de répartition 
onjointe d'un ve
teur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) détermine lesfon
tions de répartition FX1 , . . . , FXn des lois marginales (
es fon
tions de répartition sont appeléesfon
tions de répartition marginales).Par 
ommodité d'é
riture, on ne 
onsidère dans la suite que des 
ouples aléatoires (n = 2). Lesnotions s'étendent aisément au 
as général.3.2.2 Cas dis
retDé�nition 3.2La loi 
onjointe PX d'un 
ouple aléatoire X = (X1, X2) est dite dis
rète s'il existe un sous-ensemble

SX de R2 �ni ou dénombrable tel que pour tout (x1, x2) ∈ SX on a
PX(x1, x2) > 0 et

∑

(x1,x2)∈SX

PX(x1, x2) = 1.L'ensemble SX est appelé le support de X.RemarqueUn 
ouple aléatoire a une loi dis
rète si et seulement si ses lois marginales sont dis
rètes.Laurent Rouvière Probabilités générales



3.2 Fon
tions de répartition - densités 23Proposition 3.5 (Cal
ul des lois marginales)Soit X = (X1, X2) un 
ouple aléatoire de loi PX dis
rète. On désigne par SXi le support des loismarginales Xi, i = 1, 2. Alors SX ⊂ SX1 × SX2 et
∀x1 ∈ SX1 , PX1(x1) =

∑

x2∈SX2

PX(x1, x2) et ∀x2 ∈ SX2 , PX2(x2) =
∑

x1∈SX1

PX(x1, x2).Exemple 3.11. Soit X = (X1, X2)′ un 
ouple aléatoire dont la loi PX est uniforme sur le support SX =
{(−1, 0), (0, 1), (0,−1), (1, 0)}, 
'est-à-dire,

PX =
1
4
δ(−1,0) +

1
4
δ(0,1) +

1
4
δ(0,−1) +

1
4
δ(1,0).On obtient les lois marginales en sommant les lignes et 
olonnes du tableau 3.1.

X2

X1 -1 0 1 PX2-1 0 1/4 0 1/40 1/4 0 1/4 1/21 0 1/4 0 1/4
PX1 1/4 1/2 1/4Tab. 3.1 � Loi 
onjointe et lois marginales de X.2. On 
onsidère maintenant un 
ouple aléatoire Y = (Y1, Y2)′ dont la loi est donnée par letableau 3.2.

Y2

Y1 -1 0 1 PY2-1 1/16 1/8 1/16 1/40 1/8 1/4 1/8 1/21 1/16 1/8 1/16 1/4
PY1 1/4 1/2 1/4Tab. 3.2 � Loi 
onjointe et lois marginales de Y .On a 
lairement PX1 = PY1 et PX2 = PY2. Or PX 6= PY , on retrouve bien sur 
es deuxexemples que les lois marginales ne 
ara
térisent pas la loi 
onjointe.3.2.3 Cas absolument 
ontinuDé�nition 3.3La loi 
onjointe PX d'un 
ouple aléatoire X = (X1, X2) est dite absolument 
ontinue si elle estabsolument 
ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (R2,BR2).Théorème 3.1 (Radon-Nikodym)La loi 
onjointe d'un 
ouple aléatoire X = (X1, X2) est dite absolument 
ontinue si et seulementsi il existe une fon
tion fX positive et intégrable telle que pour tout borélien B de R2,

PX(B) =
∫ ∫

B

fX(x1, x2) dλ(x1) dλ(x2). (3.1)
Probabilités générales Laurent Rouvière



24 Ve
teurs aléatoiresDé�nition 3.4On appelle densité 
onjointe de X toute fon
tion fX qui véri�e (3.1).Proposition 3.61. Une densité intègre à 1 : ∫

R2

fX(x1, x2) dλ(x1) dλ(x2) = 1;2. La fon
tion de répartition s'obtient en intégrant la densité 
omme suit :
FX(x1, x2) =

∫

]−∞,x2]

∫

]−∞,x1]

fX(x1, x2) dλ(x1) dλ(x2);3. Si fX est 
ontinue en (x1, x2) alors
fX(x1, x2) =

∂FX

∂x1∂x2

(x1, x2);4. Si FX est de 
lasse C2 sur R2, alors la loi de X est absolument 
ontinue et
fX(x1, x2) =

∂FX

∂x1∂x2

(x1, x2);5. A une équivalen
e près pour la mesure de Lebesgue sur R2, la fon
tion fX 
ara
térise la loijointe PX.Proposition 3.7Toute fon
tion fX de R2 dans R, positive, intégrable et telle que
∫

R2

fX(x1, x2) dλ(x1) dλ(x2) = 1est la densité d'une loi absolument 
ontinue sur (R2,BR2).Proposition 3.8 (Cal
ul des lois marginales)Si le 
ouple X = (X1, X2) admet une loi 
onjointe absolument 
ontinue, alors ses lois marginalessont absolument 
ontinues et sa densité détermine les densités des lois marginales (appelées densitésmarginales) :
fX1(x1) =

∫

R
fX(x1, x2) dλ(x2), fX2(x2) =

∫

R
fX(x1, x2) dλ(x1).Exemple 3.21. Soit X un 
ouple aléatoire de loi uniforme sur D = [0, 1]2. On a alors fX(x) = 1D(x).Déterminons la fon
tion de répartition ainsi que les lois marginales de X.� La fon
tion de répartition est donnée par

FX(x) =






0 si x1 < 0 ou x2 < 0
x1x2 si 0 ≤ x1 ≤ 1 et 0 ≤ x2 ≤ 1
x1 si 0 ≤ x1 ≤ 1 et x2 > 1
x2 si 0 ≤ x2 ≤ 1 et x1 > 1
1 si x1 > 1 et x2 > 1.Laurent Rouvière Probabilités générales



3.2 Fon
tions de répartition - densités 25� On obtient les marginales à l'aide de la proposition 3.8 :
fX1(x1) =

∫

R
1D(x1, x2) dx2 = 1[0,1](x1)

∫

R

1[0,1](x2) dx2 = 1[0,1](x1),et fX2(x2) = 1[0,1](x2).2. Soit Z = (X, Y )′ un 
ouple aléatoire dont la loi est donnée par la densité
fZ(z) =

xy
2

10≤y≤x≤2.� Déterminons la fon
tion de répartition au point (x0, y0). Il faut distinguer plusieurs 
as(nous en simplement deux un). Si 0 ≤ y0 ≤ x0 ≤ 2. La fon
tion de répartition s'obtient enintégrant la densité sur le domaine ha
huré.
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ements0 0

2

2x0

y0

Fig. 3.1 � Domaine d'intégration.On peut 
al
uler 
ette intégrale de deux manières di�érentes (au moins) :
FZ(x0, y0) =

∫ y0

0

∫ x0

y

xy
2

dx dy =
y0

2

16
(2x2

0 − y2
0)ou

FZ(x0, y0) =
∫ y0

0

∫ x

0

xy
2

dy dx+
∫ x0

y0

∫ y0

0

xy
2

dy dx =
y0

2

16
(2x2

0 − y2
0).En répétant 
es 
al
uls sur les di�érents ensembles, on obtient

FZ(x, y) =






0 si x < 0 ou y < 0
y2

16
(2x2 − y2) si 0 ≤ y ≤ x ≤ 2

y2

16
(8 − y2) si 0 ≤ y ≤ 2 ≤ x

x4

16
si 0 ≤ x ≤ y et x ≤ 2

1 si x ≥ 2 et y ≥ 2.Probabilités générales Laurent Rouvière



26 Ve
teurs aléatoires� Les marginales sont
fX(x) =

x3

4
1[0,2](x) et fY (y) =

y
4

(4 − y2)1[0,2](y).� Cal
ul de P(Y > X2). On a
P(Y > X2) =

∫

R

∫

R
fZ(x, y)1y≥x2 dx dy.Il su�t don
 d'intégrer la densité sur le domaine représenté sur la �gure 3.2.

PSfrag repla
ements
00 1

1
2

y

y

√yFig. 3.2 � Domaine d'intégration.On obtient
P(Y > X2) =

∫ 1

0

∫ √
y

y

xy
2

dx dy =
1
48
.3.3 Espéran
e - moments d'un ve
teur aléatoire3.3.1 Espéran
eDé�nition 3.5On dit que X = (X1, . . . , Xn) possède une espéran
e mathématique si ses variables marginales

X1, . . . , Xn possèdent une espéran
e mathématique. On pose alors
E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xn]).Les propriétés de l'espéran
e mathématiques pour les ve
teurs aléatoires dé
oulent don
 dire
te-ment de 
elles de l'espéran
e mathématiques des v.a.r. En parti
ulier, on a le résultat de linéaritésuivant.Laurent Rouvière Probabilités générales



3.3 Espéran
e - moments d'un ve
teur aléatoire 27Théorème 3.2Soit A une matri
e réelle n× p. Alors
E[AX] = AE[X].Le théorème de transfert pour les ve
teurs aléatoires permet de 
al
uler l'espéran
e d'une v.a.r.

ϕ(X).Théorème 3.3 (Théorème de transfert)Soit ϕ une fon
tion mesurable de (Rn,BRn) → (R,BR). Alors ϕ(X) est une v.a.r. P-intégrable siet seulement si ϕ est PX-intégrable. On a alors
E[ϕ(X)] =

∫

Ω

ϕ(X(ω)) dP(ω) =
∫

Rn
ϕ(x1, . . . , xn) dPX(x1, . . . , xn).Exemple 3.3Soit X = (X1, X2)′ qui suit une loi uniforme sur [0, 1] × [0, 1]. Cal
ulons E[X1 + X2]. D'après lethéorème pré
édent, on a

E[X1 +X2] =
∫ 1

0

∫ 1

0

(x1 + x2) dx1 dx2 = 1.On aurait aussi pu faire dire
tement E[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = 1.3.3.2 Varian
e - 
ovarian
eInterprétation de la varian
e V[X1] . Pour simpli�er on se pla
e dans le 
as n = 2. Si X1admet un moment d'ordre 2, on rappelle que
V[X1] = E

[
([X1] − E[X1])2

]
.

PSfrag repla
ements
G

M

X1

X2

E[X1]

E[X2]

Fig. 3.3 � Interprétation de V[X1].Probabilités générales Laurent Rouvière



28 Ve
teurs aléatoiresNous voyons sur la �gure 3.3 que V[X1] mesure la dispersion de la distan
e entre les projetés despoints G et M sur le premier axe. Il est né
essaire de 
her
her à 
ara
tériser la dispersion danstoutes les dire
tions.Soit u un ve
teur unitaire de 
oordonnées (α, β). On 
her
he à 
ara
tériser la dispersion entre Met G sur la dire
tion engendrée par u. On note H le projeté orthogonal de M sur Ve
t(u) (voir�gure 3.4).
PSfrag repla
ements

G

M

H

u

X1

X2

E[X1]

E[X2]

Fig. 3.4 � Dispersion dans la dire
tion engendrée par u.On a par 
onstru
tion :
GH = α(X1 − E[X1]) + β(X2 − E[X2]).On a don
 E[GH] = 0 et

V[GH] =E
[
(α(X1 − E[X1]) + β(X2 − E[X2]))2

]

=α2V[X1] + β2V[X2] + 2αβCov(X1, X2)

=
(
α β

) (
V[X1] Cov(X1, X2)

Cov(X1, X2) V(X2)

) (
α
β

)ave
 Cov(X1, X2) = E [(X1 − E[X1])(X2 − E[X2])]. Cette espéran
e existe puisque
|(X1 − E[X1])(X2 − E[X2])| ≤

1
2

[
(X1 − E[X1])2 + (X2 − E[X2])2

]
.RemarqueEn prenant u = (1, 0)′, on retrouve bien V[GH] = V[X1].Dé�nition 3.61. Un ve
teur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) dont toutes les variables marginales possèdent unmoment d'ordre 2, i.e. E[X2

i ] < +∞, est dit du se
ond ordre.2. On appelle alors matri
e des moments du se
ond ordre de X la matri
e 
arrée MX de taille
n× n de terme général mij = E[XiXj ].Laurent Rouvière Probabilités générales



3.4 Corrélation 293. On appelle matri
e des varian
e-
ovarian
e de X la matri
e 
arrée ΣX de taille n × n determe général
σ2

ij = E[(Xi − E[Xi])(Xj − E[Xj ])] = E[XiXj] − E[Xi]E[Xj].

σ2
ij s'appelle la 
ovarian
e entre Xi et Xj et est noté Cov(Xi, Xj).Remarque1. Les matri
es MX et ΣX sont des matri
es symétriques ;2. Si toutes les variables marginales Xi sont 
entrées alors MX = ΣX ;3. V(Xi) = Cov(Xi, Xi), i = 1, . . . , n, don
 les éléments de la diagonale de ΣX sont les varian
esdes variables marginales.4. Si ΣX = Id, on dit que le ve
teur aléatoire X est réduit.5. Les matri
es MX et ΣX peuvent s'é
rire

MX = E[XX ′] et ΣX = E[(X − E[X])(X − E[X])′].6. Si A est une matri
e réelle de dimension p× n, on déduit de la linéarité de l'espéran
e
MAX = AMXA′ et ΣAX = AΣXA′.Proposition 3.9Une matri
e symétrique Σ est la matri
e de varian
e-
ovarian
e d'un ve
teur aléatoire si et seule-ment si elle est positive.Proposition 3.10Soit X un ve
teur aléatoire dont la matri
e de varian
e-
ovarian
e ΣX est inversible. Alors leve
teur Σ−1/2

X X est réduit et le ve
teur Σ−1/2
X (X − E[X]) est 
entré réduit.Proposition 3.11Soit X = (X1, . . . , Xn)′ un ve
teur aléatoire du se
ond ordre. Alors

E[X1 + . . .+Xn] = E[X1] + . . .+ E[Xn]et
V[X1 + . . .+Xn] =

n∑

i=1

V[Xi] +
∑

1≤i6=j≤n

Cov(Xi, Xj) =
∑

1≤i,j≤n

Cov(Xi, Xj).En parti
ulier, si ∀i 6= j,Cov(Xi, Xj) = 0, on a
V[X1 + . . .+Xn] =

n∑

i=1

V[Xi]. (3.2)3.4 CorrélationIl est fa
ile de voir que Cov(X1 + a,X2 + b) = Cov(X1, X2). Par 
ontre, Cov(aX1, bX2) =
abCov(X1, X2), 
e qui engendre qu'il est di�
ile d'interpréter la valeur d'une 
ovarian
e.Probabilités générales Laurent Rouvière



30 Ve
teurs aléatoires3.4.1 Le 
oe�
ient de 
orrélation linéaireDé�nition 3.71. Soit (X1, X2)′ un 
ouple de variables aléatoires du se
ond ordre tel que V(X1)V(X2) > 0.On appelle 
oe�
ient de 
orrélation (linéaire) du 
ouple (X1, X2)′ le réel
ρ(X1, X2) =

Cov(X1, X2)√
V(X1)V(X2)

.2. Si Cov(X1, X2) 6= 0, on dit que X1 et X2 sont 
orrélées.3. Si Cov(X1, X2) = 0, on dit que X1 et X2 sont non 
orrélées.Théorème 3.41. Le 
oe�
ient de 
orrélation linéaire est 
ompris entre -1 et 1, i.e., |ρ(X1, X2)| ≤ 1.2. Si |ρ(X1, X2)| = 1 alors les variables X1 et X2 sont liées par une relation a�ne, i.e., il existe
(a, b) ∈ R2 tel que X2 = aX1 + b.3. Le 
oe�
ient de 
orrélation linéaire est invariant par transformation a�ne x 7→ ax+ b ave

a > 0.La première assertion du théorème est une 
onséquen
e dire
te de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz

(E[X1X2]])2 ≤ E[X2
1 ]E[X2

2 ] =⇒ Cov(X1, X2)2 ≤ V[X1]V[X2].RemarqueLe 
oe�
ient de 
orrélation linéaire permet, 
omme son nom l'indique, de mettre en éviden
e unerelation linéaire (et uniquement linéaire !) entre deux variables. En e�et, si X ∼ N (0, 1) et Y = X2alors
Cov(X, Y ) = E[X3] − E[X]E[X2] = 0et par 
onséquent ρ(X, Y ) = 0.3.4.2 Interprétation hilbertienneOn 
onsidère l'espa
e L2(Ω) des fon
tions de 
arré intégrable muni du produit s
alaire< X1, X2 >=

E[X1X2]. Cet espa
e est un espa
e de Hilbert (on montre qu'il est 
omplet pour la norme asso
iée
E[X2

1 ]1/2). On a alors
Cov(X1, X2) =< X1 − E[X1], X2 − E[X2] > et ρ(X1, X2) = cos(X1 − E[X1], X2 − E[X2]).Cette stru
ture hilbertienne permet de retrouver les résultats suivants :� Cov(X1, X2) = Cov(X2, X1) et Cov(λX1 +X2, X3) = λCov(X1, X3) + Cov(X2, X3) ;� ρ(X1, X2) ≤ 1 et |ρ(X1, X2)| = 1 si X1 et X2 sont liés par une relation a�ne.� Cov(X1, X2) = 0 ⇐⇒ (X1 − E[X1]) ⊥ (X2 − E[X2]) et l'équation (3.2) s'interprète 
omme lethéorème de Pythagore. Par abus de langage, on dit dans 
e 
as que X1 et X2 sont orthogonaleset on note X ⊥ X2.Laurent Rouvière Probabilités générales



3.5 Variables (ou ve
teurs) aléatoires indépendant(e)s 313.5 Variables (ou ve
teurs) aléatoires indépendant(e)sDé�nition 3.8 (Rappels)1. Deux évènements A1 et A2 de A sont indépendants si P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2).2. Soit (Ai)i∈I une suite (�nie ou in�nie) d'évènements distin
ts. Les évènements Ai, i ∈ I sontdits (mutuellement) indépendants si pour toute 
olle
tion �nie Ai1 , . . . , Aik d'évènementsdistin
ts on a
P(Ai1 ∩ . . . ∩ Aik) = P(Ai1) . . .P(Aik).3. Deux 
lasses d'évènements C1 et C2 sont indépendantes si pour tout évènement A1 de C1 et

A2 de C2, A1 et A2 sont indépendants.4. Soit (Ci)i∈I une suite (�nie ou in�nie) de 
lasses d'évènements de A. On dit que les 
lasses
Ci, i ∈ I sont (mutuellement) indépendantes si pour toute suite �nie Ci1 , . . . , Cik extraite dela suite Ci, i ∈ I et pour toute suite d'évènements Ai1 ∈ Ci1 , . . . , Aik ∈ Cik , on a

P(Ai1 ∩ . . . ∩ Aik) = P(Ai1) . . .P(Aik).Théorème 3.5Si les 
lasses Ci, i ∈ I sont indépendantes et stables par interse
tion alors les tribus engendrées par
Ci, i ∈ I sont indépendantes.On rappelle que la tribu engendrée par un ve
teur aléatoire X de Rn est σ(X) = X−1(BRn). Nouspouvons don
 prolonger la notion d'indépendan
e aux ve
teurs aléatoires.Dé�nition 3.91. Deux ve
teurs aléatoires réels X et Y dé�nis sur (Ω,A,P) sont dits indépendants si les tribus

σ(X) et σ(Y ) sont indépendantes. En parti
ulier, lorsque X est à n dimensions et Y à mdimensions, X et Y sont dits indépendants si pour tout A ∈ BRn, B ∈ BRm, on a
P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B).2. Soit (Xi)i∈I une suite de ve
teurs aléatoires dé�nis sur (Ω,A,P). Les ve
teurs Xi, i ∈ I sontdits (mutuellement) indépendants si les tribus (σ(Xi))i∈I engendrées par 
es ve
teurs sont(mutuellement) indépendantes. En parti
ulier, Xi, i ∈ I sont dits (mutuellement) indépen-dants si pour toute suite �nie Xi1 , . . . , Xik extraite de (Xi)i∈I et pour toute suite �nie deboréliens Bi1, . . . , Bik , on a

P(Xi1 ∈ Bi1 , . . . , Xik ∈ Bik) = P(Xi1 ∈ Bi1) . . .P(Xik ∈ Bik).Théorème 3.6Soit X1, . . . , Xn n v.a.r. mutuellement indépendantes. Alors :1. Les ve
teurs
(X1, . . . , Xn1), (Xn1+1, . . . , Xn2), . . . , (Xnk+1, . . . , Xn)sont mutuellement indépendants ;2. Soit g1, . . . , gn n fon
tions réelles mesurables. Alors les v.a.r. g1(X1), . . . , gn(Xn) sont mu-tuellement indépendantes.Probabilités générales Laurent Rouvière



32 Ve
teurs aléatoiresPar 
onséquent si X1, X2 et X3 sont des variables indépendantes, on déduit :
X1 ∐X2, (X1, X2) ∐X3, (X1 +X2) ∐X3, . . .Dans la suite de 
ette partie, on désigne par X = (X1, . . . , Xn) un ve
teur aléatoire à n dimensions,de loi 
onjointe PX et de fon
tion de répartition FX . On note PX1, . . . ,PXn les lois marginales et

FX1 , . . . , FXn les fon
tions de répartition des lois marginales. Les théorèmes suivants donnent des
onditions simples pour véri�er que les v.a.r. X1, . . . , Xn sont indépendantes.Théorème 3.7Les variables marginales X1, . . . , Xn sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si pourtous réels x1, . . . , xn, on a
P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = P(X1 ≤ x1) . . .P(Xn ≤ xn),ou en
ore, si et seulement si

FX(x1, . . . , xn) = FX1(x1) . . . FXn(xn).Théorème 3.8Les variables marginales X1, . . . , Xn sont (mutuellement) indépendantes si et seulement si la loi
onjointe PX est le produit des lois marginales PX1 ⊗ . . .⊗ PXn. Dans 
e 
as, si B1, . . . , Bn sontdes boréliens de R et ϕ est une fon
tion PX-intégrable, on a d'après Fubini
∫

B1×...×Bn

ϕ(x1, . . . , xn) dPX(x1, . . . , xn) =
∫

Bn

. . .
∫

B1

ϕ(x1, . . . , xn) dPX1(x1) . . .dPXn(xn).Dans le 
as parti
ulier où les ve
teurs aléatoires sont de loi absolument 
ontinue, on peut montrerà l'aide du théorème de Fubini-Tonelli le résultat suivant.Théorème 3.9Si les variables marginales X1, . . . , Xn sont indépendantes, de lois marginales absolument 
ontinueset si l'on note fX1 , . . . , fXn les densités marginales respe
tives, alors la densité 
onjointe de fX de
X est de la forme

fX(x) = fX1(x1) . . . fXn(xn).Ré
iproquement, si le ve
teur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) possède une densité 
onjointe de la forme
fX(x1, . . . , xn) = f1(x1) . . . fn(xn),alors les variables marginales sont indépendantes et leurs densités respe
tives sont égales, à une
onstante multipli
ative près, à f1, . . . , fn.Exemple 3.41. Soit X = (X1, X2)′ de loi uniforme sur le 
arré D = [−1, 1]2. On a alors

fX(x) =
1
4

1D(x) =
1
4

1[−1,1](x1)1[−1,1](x2) = f1(x1)f2(x2)ave
 f1(x1) = 1/21[−1,1](x1) et f2(x2) = 1/21[−1,1](x2).2. Pour le deuxième ve
teur de l'exemple 3.2, on a 
lairement fZ(x, y) 6= fX(x)fY (y). X et Yne sont don
 pas indépendantes.Laurent Rouvière Probabilités générales



3.6 Cal
ul de loi 33Théorème 3.10Deux v.a.r. X1 et X2 sont indépendantes si et seulement si pour toutes fon
tions mesurables g1 et
g2, on a

E[g1(X1)g2(X2)] = E[g1(X1)]E[g2(X2)].On peut déduire le 
orollaire suivant.Corollaire 3.1 (Indépendan
e =⇒ 
ovarian
e nulle)Soit X1 et X2 deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant des espéran
es mathéma-tiques. Alors le produit X1X2 admet aussi une espéran
e mathématique et
E[X1X2] = E[X1]E[X2].Proposition 3.12Si X1 et X2 sont deux variables aléatoires réelles indépendantes ayant des moments d'ordre 2 �nis,alors Cov(X1, X2) = 0.RemarqueOn déduit don
 que deux variables indépendantes sont non 
orrélées. Mais attention la ré
iproqueest fausse. On a vu que pour X ∼ N (0, 1) et Y = X2, on a Cov(X, Y ) = 0. Or X et Y ne sont
lairement pas indépendante, il su�t par exemple de voir que pour x > 0 on a

P(Y ≤ x2, |X| ≤ x) = P(|X| ≤ x) 6= P(Y ≤ x2)P(|X| ≤ x).On déduit fa
ilement que la varian
e de la somme de v.a.r. indépendantes est égale à la sommedes varian
es.Proposition 3.13Soit X1, . . . , Xn n v.a.r. indépendantes ayant des moments d'ordre 2 �nis, alors
V

(
n∑

i=1

Xi

)

=
n∑

i=1

V(Xi). (3.3)On peut remarquer que (3.3) reste vrai si les n v.a.r. sont (seulement) deux à deux non 
orrélées.3.6 Cal
ul de loiSoit X = (X1, . . . , Xn)′ un ve
teur aléatoire de loi PX et de fon
tion de répartition FX . On
onsidère ϕ : Rn → Rp une fon
tion mesurable. On se pose la problème de 
al
uler la loi de
Y = ϕ(X).3.6.1 Cas dis
retPour une loi dis
rète, l'appro
he s'e�e
tue généralement en deux temps :1. détermination du support SY de Y ;2. 
al
ul des probabilités P(Y = y) = P(ϕ(X) = y) pour tout y = (y1, . . . , yp) ∈ SY .Probabilités générales Laurent Rouvière



34 Ve
teurs aléatoires3.6.2 Cas absolument 
ontinueUtilisation de la fon
tion de répartitionL'idée 
onsiste à exprimer la fon
tion de répartition FY en fon
tion de FX :
FY (y) = P(ϕ(X) ∈] − ∞, y1] × . . .×] − ∞, yp])

=
∫
. . .

∫
1ϕ(x)∈]−∞,y1]×...×]−∞,yp] dPX(x1, . . . , xn).Une fois 
ette intégrale 
al
ulée, on obtient la densité de Y en dérivant FY par rapport à ses pvariables :

fY (y) =
∂FY

∂y1 . . . ∂yp
(y1, . . . , yp).Le 
al
ul de FY est souvent long. On préfère souvent utiliser les méthodes à suivre.Utilisation de la mesure imageOn se pla
e i
i dans le 
as où SX est un ouvert U in
lu dans Rn (la densité s'é
rit fX(x)1U(x))et on suppose que ϕ : U → V est une C1-di�éomorphisme (di�érentiable, bije
tive et dont lesdérivées partielles sont 
ontinues). On a alors le théorème de 
hangement de variable suivant.Théorème 3.11Sous les hypothèses 
i-dessus, on a pour toute fon
tion f intégrable

∫

V

f(y) dλ(y) =
∫

U

f(ϕ(x))| det(Jϕx)| dλ(x)et ∫

U

f(x) dλ(x) =
∫

V

f(ϕ−1(y))| det(Jϕ−1
y

)| dλ(Y )où Jϕx désigne la matri
e Ja
obienne au point x
Jϕx =






∂ϕ1

x1
(x) . . .

∂ϕ1

xn
(x)... ... ...

∂ϕn

x1
(x) . . .

∂ϕn

xn
(x)





.On déduit alors la densité de Y .Théorème 3.12

PY est la mesure image de PX par ϕ (PY = PX ◦ ϕ−1). On a don

fY (y) = fX(ϕ−1(y))| det(Jϕ−1

y
)|1V (y).RemarqueIl est indispensable que ϕ soit bije
tive. Si par exemple V est un ouvert de Rp ave
 p < n, on ne peututiliser dire
tement le théorème pré
édent. Un moyen de pallier à 
ette di�
ulté 
onsiste à �
omplé-ter� ϕ en une fon
tion bije
tive : on dé�nit ϕ̃ = (ϕ1, . . . , ϕp, ϕ̃p+1, . . . , ϕ̃n) un C1-di�éomorphisme.Le théorème 3.12 nous permet de 
al
uler la densité fỸ de Ỹ = (Y1, . . . , Yp, Ỹp+1, . . . , Ỹn). Ladensité de Y s'obtient en intégrant fY par rapport à ses n− p dernières variables.Laurent Rouvière Probabilités générales



3.6 Cal
ul de loi 35Exemple 3.5Soit X = (X1 + X2)′ de loi uniforme sur le 
arré D = [0, 1]2. On 
her
he la loi de X1 + X2. Onpose Y = (X1 +X2, X2) et
ϕ : D → ∆ = {(y1, y2), 0 ≤ y2 ≤ 1 et y2 ≤ y1 ≤ 1 + y2}

(x1, x2) 7→ (y1 = x1 + x2, x2).D'après le théorème 3.12, la densité de Y est donnée par
fY (y) = 1D(ϕ−1(y))| det(Jϕ−1

y
)|1∆(y) = 10≤y1−y2≤1(y)10≤y2≤1(y2).La densité de Y1 = X1 +X2 s'obtient en intégrant fY par rapport à y2 :

fY1(y1) =
∫

R
fY (y) dy2 = y110≤y1<1(y1) + (2 − y1)11≤y1≤2(y1).Utilisation de la fon
tion muetteL'appro
he est identique à 
elle e�e
tuée pour les v.a.r. Il s'agit de trouver une fon
tion g mesurabletelle que pour toute fon
tion h mesurable on ait

E[h(ϕ(X))] =
∫

U

h(ϕ(x))fX(x) dλ(x) = . . . =
∫

V

h(y)g(y) dλ(y).Par identi�
ation, une telle fon
tion g est la densité de Y . Cette fon
tion s'obtient généralementpar un 
hangement de variable.Exemple 3.6On reprend l'exemple pré
édent. On e�e
tue le 
hangement de variable
φ : R2 → R2

(y1, y2) 7→ (y1 − y2, y2).On obtient
E[h(X1 +X2)] =

∫ ∫

R2

h(x1 + x2)1D(x, 1, x2) dx1 dx2

=
∫ ∫

R2

h(y1)1D(y1 − y2, y2) dy1 dy2

=
∫

R

h(y1)
∫

R

1D(y1 − y2, y2) dy2 dy1.Il vient par identi�
ation
fX1+X2(y1) =

∫

R

1D(y1 − y2, y2) dy2.Produit de 
onvolutionLe produit de 
onvolution permet de déterminer la densité de la somme de deux variables aléatoiresréelles indépendantes.Probabilités générales Laurent Rouvière



36 Ve
teurs aléatoiresDé�nition 3.10Soient f et g deux fon
tion intégrables. On appelle 
onvolution de f et g la fon
tion f ∗ g dé�niepar
(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− t)g(t) dλ(t).Proposition 3.14Soient f , g et h trois fon
tion intégrables. Alors

f ∗ g = g ∗ f et (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) λ− pp.Théorème 3.13Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de densité fX et fY . Alors fX ∗ fY est la densité de
X1 +X2.On peut re
al
uler la densité de X1+X2 de l'exemple pré
édent en faisant le produit de 
onvolutionentre les deux fon
tion indi
atri
es sur [0, 1].

Laurent Rouvière Probabilités générales



Chapitre 4Lois usuelles dans Rn

4.1 La loi multinomialeOn rappelle que la loi binomiale permet de modéliser le nombre de su

ès d'une expérien
e à2 issues (su

ès ou é
he
) répétées n fois. La loi multinomiale généralise la loi binomiale. Pluspré
isément, suite à n répétitions indépendantes d'une expérien
es à k issues, de probabilitésrespe
tives p1, . . . , pk, la loi multinomiale permet de modéliser le nombre de réalisations Xi del'issue i.Dé�nition 4.1On dit que le ve
teur X = (X1, . . . , Xk) dé�ni pré
édemment suit une loi multinomiale de pa-ramètres (n, p1, . . . , pk) et on note X ∼ M(n, p1, . . . , pk). Pour x = (x1, . . . , xk) ∈ Nk ave
∑k
i=1 xi = n, on a

P((X1, . . . , Xk) = (x1, . . . , xk)) =
n!

x1! . . . xk!
px1

1 . . . pxk
k .Exemple 4.11. On e�e
tue un sondage en 
hoisissant au hasard n individus (ave
 remise) dans une popu-lation partagée en k 
atégories et on note Xi le nombre d'individus séle
tionné dans la ième
atégorie. Le ve
teur X = (X1, . . . , Xk)′ suit une loi multinomiale ;2. On retrouve la loi multinomiale dans diverses parties de la statistique telles que la régressionlogistique multi
lasse ou le test du Chi-Deux.Proposition 4.11. Les variables marginales X1, . . . , Xk sont dépendantes et par 
onstru
tion ∑k

i=1Xi = n. Ona bien évidemment ∑k
i=1 pi = 1.2. Chaque variable marginale Xi suit une loi binomiale B(n, pi).3. Il vient don
 E[X] = (np1, . . . , npk) et la matri
e de varian
e-
ovarian
e de X est égale à

ΣX =






np1(1 − p1) −np1p2 . . . −np1pk

−np1p2 np2(1 − p2) . . . −np2pk... ... ... ...
−np1pk −np2pk . . . npk(1 − pk)





.Cette matri
e est non inversible.Probabilités générales Laurent Rouvière



38 Lois usuelles dans RnPreuve. Les points 1 et 2 sont évidents. Montrons 3. Il su�t de montrer Cov(X1, X2) = −np1p2.On a pour i = 1, . . . , k, Xi =
∑n

j=1Xij où Xij suit une loi de Bernoulli de paramètre pi. Il vient
E[X1X2] =

n∑

i=1

n∑

j=1

E[X1iX2j ] =
∑

1≤i6=j≤n

E[X1iX2j ] +
n∑

i=1

E[X1iX2i].Or X1iX2i = 0 p.s. 
ar les issues 1 et 2 ne peuvent pas se réaliser au 
ous de la même expérien
eet E[X1iX2j ] = p1p2 pour i 6= j. On déduit E[X1X2] = (n2 − n)p1p2 et
Cov(X1, X2) = (n2 − n)p1p2 − n2p1p2 = −np1p2.

�4.2 Ve
teurs gaussiens - loi multinormale4.2.1 Rappels sur la loi normale dans RNous renvoyons le le
teur à l'annexe A.4.2.2 Dé�nition - premières propriétésLa dé�nition d'un ve
teur aléatoire gaussien n'est pas très intuitive.Dé�nition 4.2On dit que le ve
teur aléatoire X = (X1, . . . , Xd)′ est un ve
teur gaussien si toute 
ombinaisonlinéaire de ses variables marginales α1X1 + . . .+ αdXd est une v.a.r. gaussienne.Proposition 4.2La loi d'un ve
teur aléatoire gaussien X = (X1, . . . , Xd)′ est entièrement déterminée par la donnéede son espéran
e mX ∈ Rd et de sa matri
e de varian
e-
ovarian
e ΣX (de dimension d× d). Onnote alors X ∼ N (mX ,ΣX).Proposition 4.3 (Ve
teur gaussien ⇒ Composantes gaussiennes)Si le ve
teur X = (X1, . . . , Xd)′ est gaussien, alors 
haque variable aléatoire Xi, i = 1, . . . , d estgaussienne.Remarque (Le ré
iproque est fausse !)Soit X ∼ N (0, 1) et ε une variable aléatoire de Radema
her indépendante de X , i.e., P(ε = 1) =
P(ε = −1) = 1/2. On 
onsidère la variable Y = εX et le ve
teur V = (X, Y )′. On a alors

FY (u) = P(Y ≤ u) = P(εX ≤ u|ε = 1)P(ε = 1) + P(εX ≤ u|ε = −1)P(ε = −1)

=
1
2

[P(X ≤ u) + P(X ≥ −u) = P(X ≤ u) = FX(u).

Y est don
 une v.a.r. gaussienne 
entrée réduite. Les 
omposantes du ve
teur (X, Y )′ suivent ainsides lois gaussiennes alors que (X, Y )′ n'est pas un ve
teur gaussien. En e�et, il su�t de voir que
Z = X + Y n'est pas une v.a.r. gaussienne :

P(Z = 0) = P((1 + ε)X = 0) = P(ε = −1) =
1
2
.Or si Z est une v.a.r. gaussienne on a P(Z = 0) = 0 ou 1 dans le 
as d'une v.a.r. 
entrée dégénérée.Laurent Rouvière Probabilités générales



4.2 Ve
teurs gaussiens - loi multinormale 39La ré
iproque de la proposition 4.3 est en revan
he vraie si les marginales sont indépendantes.Proposition 4.4 (Composantes gaussiennes indépendantes ⇒ Ve
teur gaussien)Soit (X1, . . . , Xd) une suite de variables aléatoires indépendantes. Le ve
teur X = (X1, . . . , Xd)′est gaussien si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , d} la variable aléatoire Xi est gaussienne.Proposition 4.51. X = (X1, . . . , Xd)′ ∼ N (mX ,ΣX) si et seulement si X peut se dé
omposer sous la forme
X = AY + mX , ave
 Y ∼ N (0, I), A matri
e d × d satisfaisant AA′ = ΣX et rang(A) =
rang(ΣX).2. Si X = (X1, . . . , Xd) ∼ N (mX ,ΣX), A est une matri
e ℓ × d et b ∈ Rℓ, alors AX + b ∼
N (AmX + b, AΣXA′). En parti
ulier, le ve
teur Σ−1/2

X (X −mX) est gaussien standard.On a vu dans la 
hapitre 3 que dans un 
adre général l'indépendan
e implique la non 
orrélationmais que la ré
iproque est fausse. La proposition suivante montre que 
ette ré
iproque est valablepour les ve
teurs gaussiens.Proposition 4.6 (Ve
teur gaussien : Indépendan
e ⇔ Dé
orrélation)1. Soit X = (X1, . . . , Xd)′ un ve
teur gaussien, X ∼ N (mX ,ΣX). Les variables aléatoires
(X1, . . . , Xd) sont indépendantes si et seulement si elles sont non 
orrélées, 
'est-à-dire si etseulement si la matri
e de varian
e-
ovarian
e ΣX est diagonale.2. Soit Z = (X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Yp)′ un ve
teur gaussien. Alors, les ve
teurs (X1, . . . , Xd)′ et
(Y1, . . . , Yp)′ sont indépendants si et seulement si ils sont non 
orrélés.Proposition 4.7 (Densité)Soit X = (X1, . . . , Xd)′ ∼ N (mX ,ΣX). X admet une densité fX si et seulement si det(ΣX) 6= 0.On a alors

fX(x) =
1

(
√

2π)d
√

det(ΣX)
exp

(
−

1
2

(x−mX)′Σ−1
X (x−mX)

)
,où x = (x1, . . . , xd)′.Preuve. Comme ΣX est inversible, le ve
teur Y = σ−1/2(X − mX) ∼ N (O, I). Sa densité estdonnée par

fY (y) =
d∏

i=1

1
√

2π
exp

(
−
y2

i

2

)
=

1
(
√

2π)d
exp

(

−
1
2

d∑

i=1

y2
i

)

.Le 
hangement de variable
ϕ : Rd → Rd

x 7→ y = Σ−1/2
X (x−mX)nous donne la densité de X

fX(x) = fY

(
Σ−1/2

X (x−mX)
)

|detJϕx|.

ϕ étant une appli
ation a�ne, sa matri
e ja
obienne vaut Σ−1/2
X , d'où le résultat.

�Dé�nition 4.3Une ve
teur gaussien X dont la matri
e de varian
e-
ovarian
e a un déterminant nul est ditdégénéré.Probabilités générales Laurent Rouvière



40 Lois usuelles dans Rn4.2.3 Ve
teurs gaussiens et loi du Chi-DeuxProposition 4.8Si X = (X1, . . . , Xd)′ ∼ N (mX ,ΣX) ave
 ΣX inversible alors (X − mX)′Σ−1
X (X − mX) suit uneloi χ2(d).Proposition 4.9Soit X = (X1, . . . , Xd)′ ∼ N (0, I).1. Soit A une matri
e symétrique d× d. X ′AX suit une loi du χ2 si et seulement si A est unematri
e de proje
tion orthogonale.2. Soit A et B deux matri
es de proje
tion orthogonale. X ′AX et X ′BX sont indépendantes siet seulement si AB = 0.Nous pouvons maintenant énon
er le théorème de Co
hran.Théorème 4.1 (Théorème de Co
hran)Soit X = (X1, . . . , Xd)′ ∼ N (0, I). Soit A1, . . . , Ap p matri
es symétriques de dimension d × dtelles que ∑p

j=1X
′AjX = X ′X. Alors les trois 
onditions suivantes sont équivalentes :1. ∑p

j=1 rang(Aj) = d ;2. Pour tout j = 1, . . . , p, X ′AjX ∼ χ2(rang(Aj)) ;3. Les variables X ′AjX sont indépendantes.Cette version est la version générale du théorème de Co
hran. En statistique, on utilise souvent le
orollaire suivant. Ce 
orollaire est d'ailleurs souvent énon
é 
omme �Théorème de Co
hran�.Corollaire 4.1Soit X = (X1, . . . , Xd)′ ∼ N (0, I) et F un sous-espa
e ve
toriel de Rd de dimension p. On note PFla matri
e de proje
tion orthogonale sur F et PF⊥ = I − PF la matri
e de proje
tion orthogonalesur F⊥. On a les propriétés suivantes :1. PFX ∼ N (0, PF) et PF⊥X ∼ N (0, PF⊥) ;2. Les ve
teurs aléatoires PFX et PF⊥X sont indépendants ;3. ‖PFX‖2 ∼ χ2(p) et ‖PF⊥X‖2 ∼ χ2(d− p).Remarque1. Ce résultat sera très utilisé dans le 
ours de régression linéaire ;2. On peut voir 
e théorème 
omme un analogue (en loi) du théorème de Pythagore. L'identité
‖x‖2 = ‖PFx‖2 + ‖PF ⊥x‖2 pour x ∈ Rn devient ‖X‖2 L= ‖PFX‖2 + ‖PF ⊥X‖2 (la notation L=signi�ant une égalité en loi). On dispose de plus de la loi des deux termes de la somme.3. La preuve s'é
rit assez fa
ilement en se plaçant dans une base orthonormée B = (u1, . . . , ud)′de Rd telle que (u1, . . . , up) est une base orthonormée de F et (up+1, . . . , ud) est une baseorthonormée de F⊥.
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Chapitre 5Fon
tions génératri
es, fon
tions
ara
téristiquesEtant donné X une v.a.r. dé�nie sur (Ω,A,P), nous 
her
hons dans 
e 
hapitre des fon
tions ψqui permettent :1. de 
ara
tériser la loi de X (
omme peuvent le faire la fon
tion de répartition, la densité etla fon
tion de masse) ;2. qui permettent de 
al
uler �aisément� les moments de X (si ils existent).5.1 Fon
tion génératri
e des moments fa
torielsCette fon
tion est dé�nie uniquement pour les v.a.r. dis
rètes à valeurs dans N. Dans 
ette se
tion,nous 
onsidérons don
 X une v.a.r. dis
rète à valeurs dans N, de loi PX et de fon
tion de masse
πX .Dé�nition 5.1On appelle fon
tion génératri
e des moments fa
toriels de X la fon
tion

GX : s 7→ E[sX ] =
∑

n∈N

snπX(n).Exemple 5.1Si X suit une loi de Bernoulli de paramètre p alors GX(s) = sp+ 1 − p.Proposition 5.11. GX est dé�nie pour tout réel s tel que E[sX ] < +∞ ;2. La série ∑
n∈N s

nπX(n) étant absolument 
onvergente dans [−1, 1], GX est 
ontinue sur
[−1, 1] ;3. GX admet des dérivées de tout ordre sur ] − 1, 1[.Théorème 5.1La fon
tion génératri
e des moments fa
toriels de X détermne la loi de X. On a de plus G(k)

X (0) =
k! πX(k).Exemple 5.2Pour la loi de Bernoulli de paramètre p, on retrouve bien

GX(0) = 1 − p = πX(o) et G′
X(0) = p = πX(1).Probabilités générales Laurent Rouvière



42 Fon
tions génératri
es, fon
tions 
ara
téristiquesProposition 5.2La fon
tion génératri
e des moments fa
toriels GX admet une dérivée à gau
he de 1 d'ordre k
G(k)

X (1) si et seulement sile moment fa
toriel d'ordre k de X dé�ni par E[X(X−1) . . . (X−k+1)]existe et est �ni. On a alors
E[X(X − 1) . . . (X − k + 1)] = G(k)

X (1).On déduit de la proposition pré
édente
E[X] = G′

X(1), E[X(X − 1)] = G′′
X(1) d'où V(X) = G′′

X(1) +G′
X(1) − (G′

X(1))2.Proposition 5.3Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes, de lois dis
rètes à valeurs dans N, alors on a pour tout
s pour lequel GX+Y (s), GX(s) et GY (s) existent

GX+Y (s) = GX(s)GY (s).Théorème 5.2Soit (Xk)k∈N une suite de v.a.r. à valeurs dans N de fon
tions de masse respe
tives (πXk)k∈N et
X une v.a.r. à valeur dans N de fon
tion de masse πX . Alors les deux propriétés suivantes sontéquivalentes :1. ∀n ∈ N ,limk→+∞ πXk(n) = πX(n) (on dit que Xk 
onverge en loi vers X) ;2. ∀s ∈]0, 1[, on a limk→+∞GXk(s) = GX(s).5.2 Fon
tion génératri
e des momentsNous 
her
hons i
i à généraliser la fon
tion génératri
e des moments fa
toriels GX à des v.a.r.quel
onque. SoitX une v.a.r. (quel
onque) dé�nie sur (Ω,A,P), de loi PX . On 
onsidère la fon
tion
gX : u 7→ E[euX dé�nie que {u ∈ R : E[euX < +∞}. On peut déjà remarquer que 
ette fon
tionest toujours dé�nie en 0 et que gX(0) = 1.Dé�nition 5.2 (fon
tion génératri
e des moments)Si la fon
tion gX : u 7→ E[euX est dé�nie sur un voisinage ouvert de 0, alors elle est appeléefon
tion génératri
e des moments de la loi de X.Proposition 5.41. ∀(a, b) ∈ R2, on a gaX+b(u) = ebugX(au) ;2. Si la loi de X est symétrique (X a la même loi que −X), alors la fon
tion gX est paire ;3. La fon
tion gX est 
onvexe ;4. gX détermine la loi de X.Théorème 5.3Soit X une v.a.r. admettant une fon
tion génératri
e des moments gX dé�nie pour tout u dans unintervalle ouvert ]u1, u2[ (u1 < 0 < u2). Alors :1. pour tout k ∈ N, E[|X|k] < +∞ ;2. pour tout u ∈] − u0, u0[, ave
 0 < u0 < min(−u1, u2), on a

gX(u) = 1 + E[X]u+ E[X2]
u2

2!
+ . . .+ E[Xn]

un

n!
+ . . .Laurent Rouvière Probabilités générales



5.3 Fon
tion 
ara
téristique 433. pour tout k ∈ N, E[Xk] = g(k)
X (0).Exemple 5.3Soit X une v.a.r. de loi exponentielle de paramètre λ > 0. On a pour tout u ∈] − λ, λ[ :

gX(u) =
∫ +∞

0

eutλe−λt dt =
λ

λ− u
.On retrouve bien que

E[X] = g′
X(0) =

1
λ
, E[X2] = g′′

X(0) =
2
λ2

d'où V(X) =
1
λ2
.RemarqueD'après le théorème pré
édent, l'existen
e de gX implique que Xadmet des moments de tout ordre.La ré
iproque est fausse (
onsidérer par exemple la loi log-normale). Ainsi, la suite des momentsd'une v.a.r. ne détermine pas sa loi.Proposition 5.5Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes admettant une fon
tion génératri
e des moments, alors,pour tout u tel que gX+Y (u), gX(u) et gY (u) existent, on a

gX+Y (u) = gX(u)gY (u).RemarqueLes fon
tions gX et GX 
ara
térisent la loi de X et permettent de 
al
uler ses X. Cependant,en pratique il est di�
ile de retrouver expli
itement la loi de X à partir de gX . C'est pourquoipour les v.a.r. dis
rètes à valeurs dans N, on préfére souvent utiliser GX (on peut remarquerque gX(u) = GX(eu)). Pour les variables absolument 
ontinues, on préférera utiliser la fon
tion
ara
téristique.5.3 Fon
tion 
ara
téristique5.3.1 Cas d'une variable aléatoire réelleOn 
onsidère X une v.a.r. dé�nie sur (Ω,A,P).Dé�nition 5.3On appelle fon
tion 
ara
térisique de X la fon
tion ϕX : R → C dé�nie 
omme la transformée deFourier de sa loi de probabilité
ϕX(t) = E[eitX ].Si X est dis
rète de support S et de fon
tion de masse πX alors

ϕX(t) =
∑

x∈S

πX(t)eitx.De même si X est absolument 
ontinue de densité fX alors
ϕX(t) =

∫

R
eitxfX(x) dx.

Probabilités générales Laurent Rouvière



44 Fon
tions génératri
es, fon
tions 
ara
téristiquesExemple 5.4Le tableau 5.1 donnes les fon
tions 
ara
téristiques de quelques loi usuelles :Loi Fon
tion 
ara
téristiqueBernoulli B(p) peit + (1 − p)Binomiale B(n, p) (peit + (1 − p))nPoisson P(λ) eλ(eit−1)Géométrique G(p) peit/(1 − (1 − p)eit)Uniforme U([−a, a]) sin(at)/(at)Exponentielle ξ(λ) λ/(λ− it)Gaussienne (m, σ2) eime−σ2t2/2Tab. 5.1 � Fon
tions 
ara
téristiques de quelques lois usuelles.Proposition 5.61. ϕX est dé�nie et 
ontinue pour tout nombre réel t ;2. ϕX est bornée et ∀t |ϕX(t) ≤ 1 ;3. ∀(a, b) ∈ R2, ϕaX+b(t) = eibtϕX(at) ;4. Si la loi de X est symétrique alors ϕX est une fon
tion réelle paire ;5. Toute 
ombinaison linéaire 
onvexe de fon
tions 
ara
téristiques est une fon
tion 
ara
téris-tique.Théorème 5.4
ϕX détermine le loi de X (
omme son nom l'indique...). Si FX désigne la fon
tion de répartitionde X alors on a ∀(a, b) ∈ R2,

FX(a) − FX(b) = lim
T→∞

1
2π

∫ T

−T

ϕX(t)
e−ita − e−itb

it
dt.De plus, si ∫

R |ϕX(t)| dt < +∞, alors X admet une densité fX et
fX(x) =

1
2π

∫

R
ϕX(t)e−itx dx.Ce théorème permet de retrouver expli
itement la densité de X 
onnaissant sa fon
tion 
ara
té-ristiques. De plus, tout 
omme la fon
tion génératri
e des moments, le fon
tion 
ara
téristiquepermet un 
al
ul aisé des moments de tout ordre d'une v.a.r.Théorème 5.5Si il existe n ∈ N⋆ tel que E[|X|n] < ∞, alors1. ϕX est 
ontinument dérivable jusqu'à l'ordre n in
lu ;2. ∀k = 0, 1, . . . , n, ϕ(k)

X (0) = ikE[Xk].3. On a le développement
ϕX(t) =

n∑

k=0

(it)k

k!
E[Xk] + o(|t|n)lorsque t → 0.Laurent Rouvière Probabilités générales



5.3 Fon
tion 
ara
téristique 45Proposition 5.7Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes alors on a pour tout t
ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t).Attention la ré
iproque est fausse. Un 
ontre-exemple est donné par X qui suit une loi de Cau
hyet Y = X.Exemple 5.5La proposition pré
édente nous permet de retrouver la fon
tion 
ara
téristique d'une variablealéatoire X binomiale de paramètres n et p :
ϕX(t) =

[
peit + (1 − p)

]n .5.3.2 Cas d'un ve
teur aléatoireDans 
ette partie X = (X1, . . . , Xn)′ désigne un ve
teur aléatoire dé�ni sur (Ω,A,P).Dé�nition 5.4On appelle fon
tion 
ara
téristique de X la fon
tion ϕX : Rn → C dé�nie par
ϕX(t) = E[ei<t,X>] = E[ei(t1X1+...+tnXn)].Exemple 5.6Si X ∼ N (mX ,ΣX) alors

ϕX(t) = ei<mX ,t>e
1
2
t′ΣXt.Théorème 5.6La fon
tion 
aratéristique ϕX détermine la loi de X.Une 
onséquen
e de 
e théorème est que la loi de X est entièrement déterminée par les lois detoutes les 
ombinaisons linéaires de ses marginales. La fon
tion 
ara
téristique permet de montrerl'indépendan
e de n v.a.r.Théorème 5.7Les v.a.r. X1, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si la fon
tion 
ara
téristique de X =

(X1, . . . , Xn)′ est égale au produit des fon
tions 
ara
téristiques de ses marginales, 
'est-à-dire,
ϕX(t) = ϕX1(t1) . . . ϕXn(tn).

Probabilités générales Laurent Rouvière





Chapitre 6Conditionnement, espéran
e et varian
e
onditionnelles
6.1 Rappels de 
al
ul de probabilités 
onditionnellesSoit A et B deux évènements d'un espa
e (Ω,A,P) ave
 P(B) > 0. On s'intéresse à la réalisationde l'évènement A sa
hant que l'évènement B est réalisé. L'univers des possibles n'est alors plus Ωtout entier : il est restreint à B d'où la dé�nition de probabilité 
onditionnelle

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.On retrouve une vision intuitive de l'indépendan
e : A et B sont indépendants si et seulement si

P(A|B) = P(A) (la 
onnaissan
e de B n'in�ue pas sur la probabilité de A). On rappelle également� La formule de Bayes
P(B|A) =

P(A|B)P(B)
P(A)

;� La formule des probabilités totales : soit {Bi, i ∈ I}un ensemble d'évènements disjoints tels que
Ω =

⋃
n∈I Bi, alors

P(A) =
∑

i∈I

P(A|Bi)P(Bi).Nous allons dans 
e 
hapitre étendre 
ette notion de probabilités 
onditionnelles pour des évè-nements à des variables aléatoires. Cependant la notion générale de 
onditionnement n'est passimple. C'est pourquoi le 
hoix est fait de présenter l'idée en plusieurs étapes et de façon intuitive :
as dis
ret, 
as absolument 
ontinu, interprétation géométrique dans L2 et en�n extension dans
L1.6.2 Cas dis
retNous introduisant la notion de 
onditionnement dans le 
as dis
ret par deux exemples.Exemple 6.11. On 
onsidère i
i deux variables aléatoires dis
rètes X et Y dont la loi jointe est donnée dansle tableau 6.1.Probabilités générales Laurent Rouvière



48 Conditionnement, espéran
e et varian
e 
onditionnelles
X

Y 0 10 2/8 3/81 1/8 2/8Tab. 6.1 � Loi jointe de (X, Y )′.Considérons que l'évènement X = 0 a été réalisé et déterminons la loi de Y . On a :
P(Y = 0|X = 0) =

P(Y = 0, X = 0)
P(X = 0)

=
2
5

et P(Y = 1|X = 0) =
2
5
.On vient ainsi de dé�nir une nouvelle variable aléatoire notée Y |X = 0 qui suit une loi deBernoulli de paramètre 3

5
. De même il est fa
ile de voir que la variable aléatoire Y |X = 1 suitune loi de Bernoulli de paramètre 2

3
. Ces lois sont appelées lois 
onditionnelles de Y sa
hant

X.2. Soit Y ∼ P(α) et Z∼P(β) deux variables aléatoires de loi de Poisson indépendantes. Alorsla loi de X = Y + Z suit également une loi de Poisson de paramètre α + β. On s'intéressei
i à la loi de Y sa
hant X. Soit n ∈ N, déterminons la loi de Y sa
hant X = n. Puisque
X = Y +Z, il est 
lair que, sa
hant que X = n, Y est à valeurs dans {0, 1, . . . , n}. Soit don

k ∈ {0, 1, . . . , n}, on a
P(Y = k|X = n) =

P(Y = k,X = n)
P(X = n)

=
P(Y = k, Z = n− k)

P(X = n)
=

P(Y = k)P(Z = n− k)
P(X = n)

.On obtient alors grâ
e aux fon
tions de masse des lois de Poisson
P(Y = k|X = n) =

(
k
n

) (
α

α + β

)k (
β

α + β

)n−k

.Ainsi, sa
hant X = n, Y suit une loi binomiale B
(
n, α

α+β

).Revenons au 
as général et supposons que Y soit intégrable. Si X est ��gé� à xi, il est naturel de
onsidérer la valeur moyenne de la variable aléatoire Y lorsque X = xi. Cette valeur est appeléel'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X = xi. Elle est notée E[Y |X = xi].Dé�nition 6.1 (Espéran
e 
onditionnelle)Supposons Y intégrable. La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y |X = xi] ave
 les probabilités
πX(xi) est appelée espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X et notée E[Y |X].RemarqueIl est important de noter que l'espéran
e 
onditionnelle E[Y |X] est en général une variable aléa-toire et non pas une quantité déterministe. On peut l'interpréter 
omme la valeur moyenne prisepar Y lorsque l'on 
onnaît X. Elle pourra don
 s'é
rire en fon
tion de XExemple 6.2On reprend l'exemple pré
édent. L'espéran
e de Y sa
hant X = n est l'espéran
e d'une loi bino-miale B

(
n, α

α+β

). On a don
 pour tout n ≥ 0 :
E[Y |X = n] =

αn
α + β

.Laurent Rouvière Probabilités générales



6.3 Cas absolument 
ontinue 49Puisque 
e
i est vrai pour tout n, l'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X est :
E[Y |X] =

αX
α + β

,qui est bien une fon
tion de X et don
 une variable aléatoire.On peut don
 se poser la question de prendre l'espéran
e de l'espéran
e 
onditionnelle.Théorème 6.1Si Y est intégrable, alors la variable E[Y |X] est également intégrable et on a :
E [E[Y |X]] = E[Y ].Exemple 6.3Toujours sur l'exemple pré
édent, on a

E [E[Y |X]] =
α

α + β
E[X],pour l'espéran
e d'une loi de Poisson de paramètre α + β est α+ β, on retrouve don
 bien

E [E[Y |X]] =
α

α + β
(α + β) = α = E[Y ].On vient de dire que dans le 
as général, l'espéran
e 
onditionnelle E[Y |X] est une variable aléa-toire. Il existe 
ependant un 
as parti
ulier où 
e n'est pas le 
as : lorsque X et Y sont indépen-dantes.Proposition 6.1Si Y est intégrable et si X et Y sont indépendantes alors la variable aléatoire E[Y |X] est 
onstanteet égale à E[Y ].6.3 Cas absolument 
ontinueNous étendons dans 
ette partie la notion d'espéran
e 
onditionnelle au 
as de variables absolument
ontinues. Nous 
ommençons par présenter la notion de densité 
onditionnelle à travers un exemplesimple.Exemple 6.4On 
onsidère (X, Y )′ un 
ouple aléatoire loi uniforme sur le triangle T = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}.

(X, Y )′ admet don
 
omme densité fX,Y (x, y) = 21T (x, y). Les densités marginales sont donnéespar
fX(x) = 2x1[0,1](x) et fY (y) = 2(1 − y)1[0,1](y).On déduit E[X] = 2/3 et E[Y ] = 1/3.On 
onsidère x0 ∈ [0, 1] une valeur �xée dans de la variable X et on s'intéresse à la loi de Ysa
hant que X = x0. Nous voyons sur la Figure 6.1 que Y prend ses valeurs sur le segment [0, x0],de plus la loi du 
ouple (X, Y ) étant uniforme, tous les segments in
lus de même longueur in
lusdans dans [0, x0] ont la même probabilité.Probabilités générales Laurent Rouvière
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PSfrag repla
ements0 0
1

1x0Fig. 6.1 � Densité 
onditionnelle de Y |X = x0.On déduit ainsi que la variable aléatoire Y |X = x0 suit une loi uniforme sur [0, x0] :
fY |X=x0

(y) =
1
x0

1[0,x0](y) =
210≤y≤x0

2x0

=
fX,Y (x0, y)
fX(x0)

.La densité 
onditionnelle de Y |X = x est ainsi dé�nie 
omme un rapport entre la densité jointe etla densité marginale (asso
iée à X).Dé�nition 6.2Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire de densité fX,Y (x, y). La densité 
onditionnelle de Y |X = x estdé�nie par
fY |X=x(y) =

{
fX,Y (x,y)

fX(x)
si fX(x) > 0

0 si fX(x) = 0Remarque1. Pour tout x telle que f(x) 6= 0 la fon
tion fY |X(.|x) est une densité de probabilité, elle estnotamment positive et somme à 1 ;2. La relation P(Y = y) =
∑

x∈SX
P(Y = y|X = x)P(X = x) vue dans le 
as dis
ret setranspose au 
as absolument 
ontinue

fY (y) =
∫

R
fY |X=x(y)fX(x) dx ;3. Si les variable X et Y sont indépendantes, on a bien évidemment fY |X=x(y) = fY (y) et

fX|Y =y(x) = fX(x).On souhaite maintenant dé�nir l'espéran
e 
onditionnelle. Pour x �xé, l'espéran
e 
onditionnellede Y sa
hant X = x est
E[Y |X = x] =

∫

R
yfY |X=x(y) dy.La fon
tion ϕ : x 7→ ϕ(x) = E[Y |X = x] est une fon
tion réelle d'une variable réelle. ϕ(X) estdon
 une variable aléatoire : 
'est l'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X.Dé�nition 6.3La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y |X = x] ave
 la densité fX(x) est appelée espéran
e
onditionnelle de Y sa
hant X. On la note E[Y |X].Laurent Rouvière Probabilités générales



6.4 Interprétation géométrique de l'espéran
e 
onditionnelle 51Proposition 6.2Si Y est intégrable, alors la variable aléatoire E[Y |X] l'est aussi et on a
E[E[Y |X]] = E[Y ].Exemple 6.5En reprenant l'exemple pré
édent, on a

E[Y |X = x] =
∫

R
yfY |X=x(y) dy =

x
2
,d'où E[Y |X] = X/2. On retrouve bien l'espéran
e de Y par le théorème pré
édent

E[E[Y |X]] =
1
2

E[X] =
1
3

= E[Y ].6.4 Interprétation géométrique de l'espéran
e 
onditionnelleOn reste tout d'abord dans le 
adre où le 
ouple (X, Y )′ est absolument 
ontinue. Etant donnéune fon
tion u : R → R, il est possible de montrer que
E[(Y − u(X))2] = E[(Y − E[Y |X])2] + E[(u(X) − E[Y |X])2]. (6.1)Ainsi la quantité E[(Y − u(X))2] est minimale lorsque u(X) = E[Y |X].On se repla
e dans le 
adre de la se
tion 3.4.2 : on 
onsidère l'espa
e L2(Ω) des fon
tions de 
arréintégrable muni du produit s
alaire < X1, X2 >= E[X1X2]. Ce produit s
alaire induit don
 lanorme ‖X‖2 = E[X2]. Considérons maintenant une variable aléatoire X et posons

L2(X) = {u(X) ave
 u : R → R borélienne telle que E[u2(X)] < +∞}.

L2(X) est un sous-espa
e fermé de L2(Ω). Si Y ∈ L2(Ω), on a don
 d'après le théorème deproje
tion orthogonale qu'il existe une unique variable aléatoire π(Y ) dans le sous-espa
e L2(X)qui soit à plus 
ourte distan
e de Y . Dans le 
as absolument 
ontinu, l'équation 6.1 montre que
ette variable aléatoire n'est autre que l'espéran
e 
onditionnelle. Il paraît dont naturel d'étendre
ette dé�nition à n'importe quelle variable aléatoire de L2(Ω).Dé�nition 6.4 (Espéran
e 
onditionnelle dans L2(Ω))Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire ave
 Y ∈ L2(Ω). L'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant X, notée
E[Y |X], est la proje
tion orthogonale de Y sur le sous-espa
e L2(X).L'espéran
e 
onditionnelle de Y |X admet ainsi une interprétation géométrique très simple (voirFigure 6.2). Cette interprétation permet de retrouver sans e�ort 
ertaines propriétés usuelles del'espéran
e 
onditionnelle.Probabilités générales Laurent Rouvière



52 Conditionnement, espéran
e et varian
e 
onditionnelles

PSfrag repla
ements
L2(X)

Y

E[Y |X]

Fig. 6.2 � L'espéran
e 
onditionnelle 
omme proje
tion orthogonale.Proposition 6.3Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire ave
 Y ∈ L2(Ω). On a alors� Distan
e minimale : ∀Z ∈ L2(X), ‖Y − E[Y |X]‖ ≤ ‖Y − Z‖ ;� Orthogonalité : ∀Z ∈ L2(X), 〈Y − E[Y |X], Z〉 = 0 ;� Orthogonalité (bis) : ∀Z ∈ L2(X), 〈Y, Z〉 = 〈E[Y |X], Z〉 ;� Pythagore : ‖Y ‖2 = ‖E[Y |X]‖2 + ‖Y − E[Y |X]‖2 ;� Pythagore (bis) : ‖E[Y |X]‖ ≤ ‖Y ‖ ave
 égalité si et seulement si Y est une fon
tion de X.Les propriétés pré
édentes ont été par 
ommodité énon
ées en termes de produits s
alaires etde normes. Il faut 
ependant savoir les lire aussi bien en termes d'espéran
es et d'espéran
es
onditionnelles. De même, 
haque fois que l'on é
rit Z ∈ L2(X), il faut lire Z = u(X), ave

u(X) ∈ L2(Ω). Par exemple, la propriété d'orthogonalité (bis) se lit : pour toute fon
tion u telleque la variable u(X) soit de 
arré intégrable, on a :

E[u(X)Y ] = E[u(X)E[Y |X]].6.5 Espéran
e 
onditionnelle : le 
as généralDans l'étude des 
as dis
rets et 
ontinus, pour dé�nir l'espéran
e 
onditionnelle, nous avons sup-poser seulement Y intégrable (Y ∈ L1(Ω)). C'est pourquoi l'interprétation géométrique présentéedans L2(Ω) n'est pas 
omplètement satisfaisante. Néanmoins, 
'est 
elle qu'il faudra garder en têtepour se souvenir des propriétés usuelles de l'espéran
e 
onditionnelle.Dé�nition 6.5Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire ave
 Y intégrable. On appelle espéran
e 
onditionnelle de Y |X unevariable aléatoire fon
tion de X, notée E[Y |X], telle que pour toute fon
tion bornée u : R → R,on ait
E[u(X)Y ] = E[u(X)E[Y |X]]. (6.2)Il existe ainsi une fon
tion ϕ mesurable telle que E[Y |X] = ϕ(X). La fon
tion x 7→ E[Y |X = x]est appelée fon
tion de régression.Laurent Rouvière Probabilités générales



6.5 Espéran
e 
onditionnelle : le 
as général 53RemarqueIl n'existe pas for
ément une unique fon
tion de X qui véri�é (6.2). Cependant, si il existe deuxfon
tions qui véri�ent (6.2) alors elles sont presque sûrement égales. On 
onfond souvent l'ensembledes variables aléatoires qui véri�ent (6.2) ave
 l'une quel
onque de ses versions.L'espéran
e 
onditionnelle véri�e les propriétés suivantes.Proposition 6.4Soit (X, Y ) un 
ouple aléatoire ave
 Y ∈ L1(Ω) On a :� Cas d'égalité : si Y = g(X) est fon
tion de X, alors E[Y |X] = g(X). En parti
ulier E[X|X] =
X ;� Linéarité : soit Y1 et Y2 intégrables, α et β deux réels, alors :

E[αY1 + βY2|X] = αE[Y1|X] + βE[Y2|X] ;� Linéarité (bis) : si u : R → R est bornée, alors E[u(X)Y |X] = u(X)E[Y |X] ;� Positivité : si Y > 0, alors E[Y |X] > 0 ;� Positivité (bis) : si Y1 et Y2 sont intégrables ave
 Y1 ≤ Y2, alors E[Y1|X] ≤ E[Y2|X] ;� Cal
ul d'espéran
e par 
onditionnement : E[E[Y |X]] = E[Y ] ;� Si X et Y sont indépendantes, alors E[Y |X] = E[Y ] ;� Inégalité de Jensen : si Y prend ses valeurs dans un intervalle I de R, si ϕ est 
onvexe sur I et
E[|ϕ(Y )|] < +∞, alors

ϕ (E[Y |X]) ≤ E[ϕ(Y )|X].RemarqueSupposons maintenant que Y ∈ L2(Ω), on a alors d'après Jensen
(E[Y |X])2 ≤ E[Y 2|X] =⇒ E

[
(E[Y |X])2

]
≤ E[Y 2] < +∞don
 E[Y |X] ∈ L2(X). De plus pour tout u(X) ∈ L2(Ω), on a

〈Y − E[Y |X], u(X)〉 = E[Y u(X)] − E[E[Y |X]u(X)] = 0et don
 Y − E[Y |X] est orthogonal à tout u(X). On retrouve bien que E[Y |X] est la proje
tionde Y sur L2(X). La dé�nition vu dans 
ette partie (L1(Ω)) généralise don
 bien 
elle de la se
tionpré
édente (L2(Ω)).RemarqueDans de très nombreux 
as, la dé�nition vue dans 
ette partie n'est pas utilisée pour le 
al
ul del'espéran
e 
onditionnelle. En e�et,� si le 
ouple (X, Y ) est dis
ret, on détermine dans un premier temps les lois 
onditionnelles
Y |X = x pour tout x ∈ SX a�n d'en déduire E[Y |X = x] puis E[Y |X] (voir se
tion 6.2) ;� si le 
ouple (X, Y ) est absolument 
ontinu, l'espéran
e 
onditionnelle se déduit de la densité
onditionnelle fY |X=x (voir se
tion 6.3).Nous terminons 
ette partie en donnant la dé�nition de la varian
e 
onditionnelle ainsi qu'une deses propriétés.Dé�nition 6.6Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire ave
 Y ∈ L2(Ω). La varian
e 
onditionnelle de Y sa
hant X estdé�nie par

V(Y |X) = E[(Y − E[Y |X])2|X] = E[Y 2|X] − (E[Y |X])2.Théorème 6.2Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire ave
 Y ∈ L2(Ω). Alors
V(Y ) = E[V(Y |X)] + V(E[Y |X]).Probabilités générales Laurent Rouvière



54 Conditionnement, espéran
e et varian
e 
onditionnelles6.6 Probabilités 
onditionnellesSoit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire admettant une densité de probabilité fX,Y et A un évènementqui s'exprime en fon
tion de X et Y . Prenons par exemple A = {X < Y }. On peut é
rire saprobabilité 
omme l'espéran
e d'une indi
atri
e :
P(A) =

∫

R2

1x<y(x, y)fX,Y (x, y) dx dy = E[1A].Il est souvent plus fa
ile de 
al
uler 
ette quantité en 
ommençant par �geler� l'une des variableset d'intégrer par rapport à l'autre. C'est le prin
ipe du 
onditionnement.Dé�nition 6.7Le probabilité 
onditionnelle de l'évènement A sa
hant X = x est dé�nie par
P(A|X = x) = E[1A|X = x].La probabilité 
onditionnelle de A sa
hant X, notée P(A|X), est la variable aléatoire prenant pourvaleurs P(A|X = x) ave
 densité fX(x).RemarqueIl faut noter que, tout 
omme l'espéran
e 
onditionnelle E[Y |X], la probabilité 
onditionnelle

P(A|X) est une variable aléatoire.Proposition 6.5 (Cal
ul de probabilité par 
onditionnement)Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire de loi absolument 
ontinue. On a alors
P(A) =

∫

R
P(A|X = x)fX(x) dx.Exemple 6.6Reprenons la deuxième partie de l'exemple 3.2 page 24 : (X, Y )′ est un 
ouple aléatoire de densité

fX,Y (x, y) =
xy
2

10<y<x<2.Nous souhaitons re
al
uler la probabilité P(Y > X2). Comme fX(x) = x3

4
1]0,2[(x), on déduit, pour

x 6= 0, la densité 
onditionnelle
fY |X=x(y) = 2

y
x2

10<y<x<2.Il vient don

P(Y > X2) =

∫
P(Y > x2|X = x)fX(x) dx.Or

P(Y > X2|X = x) =
∫

1y>x2fY |X=x(y) dy =
∫

2
y
x2

10<x2<y<x<1 dy

=
2
x2

10<x<1

∫ x

x2

y dy = (1 − x2)10<x<1.On a don

P(Y > X2|X) = (1 −X2)10<X<1,et

P(Y > X2) =
∫ 1

0

(1 − x2)
x3

4
dx =

1
48
.
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6.7 Généralisation au 
onditionnement pas des sous-tribus 556.7 Généralisation au 
onditionnement pas des sous-tribusL'espéran
e 
onditionnelle dé�nie dans la se
tion 6.5 peut-être vue 
omme un 
as parti
ulier du
onditionnement par une sous-tribu. On 
onsidère i
i une variable aléatoire Y dé�nie sur un espa
e
(Ω,A,P) telle que E[|Y |] < +∞ et S une sous-tribu de A. On suppose qu'on ne s'intéresse qu'auxévènements de la tribu S et on se demande si on peut trouver une version simpli�ée de Y , quirésumerait toute l'information 
ontenue dans Y , sa
hant que l'on se restreint aux évènements de
S.Dé�nition 6.8On appelle espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant S la 
lasse des variables aléatoires Z telles que :1. Z est S-mesurable ;2. pour tout A ∈ S : E[Y 1A] = E[Z1A].Cette 
lasse de variables aléatoires est notée E[Y |S]. Une variable aléatoire Z qui véri�e les deuxpropriétés 
i-dessus est appelée une version de l'espéran
e 
onditionnelle.RemarqueDeux versions de l'espéran
e 
onditionnelle sont presque sûrement égales. C'est pourquoi on
onfond souvent la 
lasse E[Y |S] ave
 l'une quel
onque de ses versions.Proposition 6.6Soit (X, Y )′ un 
ouple aléatoire tel que E[|Y |] < +∞. L'espéran
e 
onditionnelle présentée dansla dé�nition 6.5 
oïn
ide ave
 l'espéran
e 
onditionnelle de Y sa
hant la sous-tribu σ(X).Les propriétés énon
ées dans la se
tion 6.5 sur l'espéran
e 
onditionnelle restent vraies pour l'espé-ran
e 
onditionnelle de Y sa
hant une sous-tribu. Pour plus de détails sur 
ette notion d'espéran
e
onditionnelle, on pourra se référer à Montfort (1996) et Fromont (2008).
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Chapitre 7Convergen
es de suites de variablesaléatoiresNous motivons la né
essité de dé�nir des modes de 
onvergen
es parti
uliers pour des suites devariables aléatoires en reprenant l'introdu
tion et l'exemple de Ja
od & Protter (2003), 
hapitre 17.On rappelle qu'on dit qu'une suite de fon
tions fn : R → R 
onverge simplement vers f : R → Rsi limn→∞ fn(x) = f(x) pour tout x ∈ R. Une variable aléatoire X étant une fon
tion X : Ω → R,il semble naturel d'élargir 
ette notion : une suite de variables aléatoires Xn 
onverge simplementvers X si limn→∞Xn(ω) = X(ω) pour tout ω ∈ Ω. Bien que naturelle, 
ette dé�nition est, demanière surprenante, à peu près inutile en probabilités.Exemple 7.1ConsidéronsXn une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Bernoulli de paramètre 1/2.On peut imaginer qu'elles donnent les résultats su

essifs lorsqu'on lan
e une in�nité de fois unepiè
e équilibrée (Xi = 1 si on obtient �fa
e� au ième lan
é, 0 sinon). Lorsque n est grand, on s'attendà 
e que la proportion de fa
es obtenue soit à peu près égale à 1/2, 
e qui mathématiquement devraitse traduire par,
lim

n→∞

X1(ω) + . . .+Xn(ω)
n

=
1
2

∀ω ∈ Ω.Il est 
ependant évident qu'on ne peut espérer obtenir un tel résultat. Il su�t en e�et de 
onsidérer
ω0 = {f, f, f, f, f, ...} la suite ne 
ontenant que des fa
es, on a alors

lim
n→∞

X1(ω0) + . . .+Xn(ω0)
n

= 1.Plus généralement
lim

n→∞

X1(ω) + . . .+Xn(ω)
n

= 0pour tout ω dans A = {ω : il n'y a qu'un nombre �ni de fa
es}. Plus généralement en
ore, onpeut trouver des ω pour lesquels la fréquen
e 
onverge vers n'importe quel nombre �xé dans [0, 1],et d'autres pour lesquels la fréquen
e ne 
onverge pas. Bien évidemment, l'évènement A est plut�tinvraisemblable. Il est en e�et possible de montrer, lorsque n → ∞, que P(A) = 0. Il est don
né
essaire de dé�nir de nouveaux modes de 
onvergen
es, spé
i�ques aux variables aléatoire. Nousverrons à la �n de 
e 
hapitre que, pour 
et exemple, nous avons
P

({

ω : lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

Xi(ω) =
1
2

})

= 1.Probabilités générales Laurent Rouvière



58 Convergen
es de suites de variables aléatoiresCe type de 
onvergen
e, pour lequel on n'a pas 
onvergen
e pour tout ω, mais seulement pourpresque tout ω, est par exemple appelé 
onvergen
e presque sûre.7.1 Les di�érents types de 
onvergen
eOn désigne par (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires dé�nies sur (Ω,A,P) et à valeurs dans
R.7.1.1 Convergen
e presque sûre ou 
onvergen
e forteDé�nition 7.1On dit que (Xn)n∈N 
onverge presque sûrement vers une variable aléatoire X si l'ensemble N des
ω tels que la suite numérique (Xn(ω))n∈N ne 
onverge pas vers X(ω) est négligeable (
'est-à-direvéri�e P(N) = 0). On note

lim
n→∞

Xn = X p.s. ou Xn
p.s.→ X.RemarqueOn peut aussi dire que Xn

p.s.→ X si et seulement si
P

({
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) 6= X(ω)

})
= 0ou en
ore

P
({
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

})
= 1.Proposition 7.11. Si Xn

p.s.→ X et si ϕ : R → R est une fon
tion 
ontinue sur R alors ϕ(Xn) p.s.→ ϕ(X).2. Si Xn
p.s.→ X et Yn

p.s.→ Y alors� pour tout réels a et b, aXn + bYn
p.s.→ aX + bY ;� XnYn

p.s.→ XY .� Xn/Yn
p.s.→ X/Y si P(Y = 0) = 0.On utilise rarement la dé�nition pour montrer la 
onvergen
e presque sûre. On a souvent re
ourtà l'un des 
ritères suivants.Théorème 7.1La suite de v.a.r. (Xn)n∈N 
onverge presque sûrement vers X si et seulement si pour tout ε > 0,

lim
n→∞

P(sup
m≥n

|Xm −X| > ε) = 0.Proposition 7.2 (Lemme de Borel-Cantelli)1. Si pour tout ε > 0, ∑

n∈N

P(|Xn −X| > ε) < +∞alors Xn
p.s.→ X.2. Si les (Xn)n∈N sont mutuellement indépendantes, alors Xn

p.s.→ 0 si et seulement si
∀ε > 0,

∑

n∈N

P(|Xn| > ε) < +∞.Proposition 7.3Si il existe p > 0 tel que ∑
n∈N E[|Xn −X|p] < +∞, alors Xn

p.s.→ X.Laurent Rouvière Probabilités générales



7.1 Les di�érents types de 
onvergen
e 597.1.2 La 
onvergen
e en probabilitéDé�nition 7.2On dit que (Xn)n∈N 
onverge en probabilité vers X si pour tout ε > 0, on a
lim

n→∞
P(|Xn −X| > ε) = 0.On note Xn

P→ X.La dé�nition peut se ré
rire : Xn
P→ X lorsque pour tous ε > 0 et η > 0 il existe N = N(ε, η) telque pour tout n ≥ N on a

P(|Xn −X| > ε) < η.Exemple 7.2Soit Xn, n ≥ 1 des v.a.r. non 
orrélées deux à deux telles que E[Xn] = 0 et V(Xn) = σ2. On note
X̄n = 1

n

∑n
i=1Xi. D'après Bienaymé-T
hebyt
hev, on a

P(|X̄n| > ε) ≤
1
n2ε2

V

(
n∑

i=1

Xi

)

=
σ2

nε2
.On a don
 X̄n

P→ 0.Proposition 7.4 (Opérations sur les 
onvergen
es en probabilité)1. Si Xn
P→ X et si ϕ : R → R est une fon
tion 
ontinue sur R alors ϕ(Xn) P→ ϕ(X).2. Si Xn
P→ X et Yn

P→ Y alors� pour tout réels a et b, aXn + bYn
P→ aX + bY ;� XnYn

P→ XY .� Xn/Yn
P→ X/Y si P(Y = 0) = 0.Théorème 7.2Si Xn

p.s.→ X alors Xn
P→ X.La ré
iproque est fausse, un 
ontre exemple est donné dans Ja
od & Protter (2003), page 152.7.1.3 La 
onvergen
e en moyenne d'ordre p > 0Dé�nition 7.3Soit p > 0. On dit que (Xn)n∈N 
onverge en moyenne d'ordre p (ou dans Lp) vers X si les Xn et

X sont dans Lp (E[|Xn|p] < +∞ et E[|X|p] < +∞), et si on a
lim

n→∞
E[|Xn −X|p] = 0.On note Xn

Lp→ X.Les 
as les plus importants sont p = 1 (
onvergen
e en moyenne) et p = 2 (
onvergen
e en moyennequadratique). En parti
ulier si Xn
L1→ X, alors

lim
n→∞

E[Xn] = E[X] et lim
n→∞

E[|Xn|] = E[|X|].De plus, on peut montrer que
Xn

L2→ X =⇒ Xn
L1→ X.Probabilités générales Laurent Rouvière



60 Convergen
es de suites de variables aléatoiresThéorème 7.3Si Xn
Lp→ X alors Xn

P→ X.Une fois de plus la ré
iproque est fausse. Même la 
onvergen
e presque sûre n'implique pas la
onvergen
e en moyenne d'ordre p. On pourra se référer à Barbe & Ledoux (2007), 
hapitre 5,pour des 
ontre-exemples.7.1.4 La 
onvergen
e en loiBien que di�érent, les trois modes de 
onvergen
e vus pré
édemment sont de même nature etpeuvent être abordés 
omme des variantes de la 
onvergen
e habituelle. Il existe un autre modede 
onvergen
e, di�érent des pré
édents mais très utiles en probabilité : la 
onvergen
e en loi,ou 
onvergen
e faible ou en
ore 
onvergen
e étroite. Dans 
ette partie, nous donnons la dé�nitionainsi que les prin
ipales propriétés de 
e nouveau mode de 
onvergen
e. Pour plus de détails, ainsique pour les preuves des résultats, le le
teur pourra 
onsulter Carbon (2007) et Ja
od & Protter(2003).On 
onsidère X une variable aléatoire et (Xn)n∈N une suite de variables aléatoire dé�nis sur
(Ω,A,P) et à valeurs dans (R,BR). On souhaite donner un sens à l'idée suivante : �pour n grand,la loi de X et la loi de Xn sont voisines�. Une dé�nition naturelle serait d'é
rire que pour toutborélien A, on a

lim
n→∞

P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A).Cependant, l'examen de 
ertains 
as parti
uliers montre que 
ette dé�nition n'est pas satisfaisante.Exemple 7.3Prenons le 
as où Xn est de loi uniforme sur [−1/n, 1/n] et X est de loi p.s. nulle. Il est fa
ile devoir que Xn 
onverge vers X selon les di�érents modes déjà étudiés. On a 
ependant
P(Xn ≤ 0) =

1
2

6= 1 = P(X ≤ 0) et P(Xn > 0) =
1
2

6= 0 = P(X > 0).En revan
he, pour tout intervalle [a, b] tel que a 6= 0 et b 6= 0, on a
lim

n→∞
P(Xn ∈ [a, b]) = P(X ∈ [a, b]).Le problème évoqué dans 
et exemple vient du fait que la loi de X 
harge le point 0, ou en
oreque la fon
tion de répartition de la loi de X est dis
ontinue en 0. D'où la dé�nition suivante.Dé�nition 7.4 (Convergen
e en loi)On dit que la suite (Xn)n∈N 
onverge en loi vers X si, en tout point de 
ontinuité de FX, on a

limn→∞ FXn(x) = F (x). On note Xn
L→ X.Remarque1. On a bien Xn

L→ X pour l'exemple 7.3.2. Si Xn
L→ X et si FX est 
ontinue en tout point de R, alors on a bien pour tout a, b ∈ R

lim
n→∞

P(Xn ∈ [a, b]) = P(X ∈ [a, b]).Laurent Rouvière Probabilités générales



7.1 Les di�érents types de 
onvergen
e 613. On a déjà vu que Xn
L→ X n'implique pas limn→∞ P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A) pour toutborélien. On a également Xn

L→ X n'implique pas limn→∞ E[Xn] = E[X] (voir Foata &Fu
hs (2003), 
hapitre 16).4. De même, Xn
L→ X n'implique pas Xn − X L→ 0. Il su�t de prendre X ∼ N (0, 1) et

Xn = (−1)nXn.5. La dé�nition de 
onvergen
e en loi se généralise au 
as ve
toriel (voir Ja
od & Protter (2003)et Carbon (2007)).La 
onvergen
e en loi peut également se montrer ou même se dé�nir (selon les ouvrages) à l'aidedes fon
tions 
ara
téristiques.Théorème 7.4Les trois assertions suivantes sont équivalentes :1. Xn
L→ X ;2. Pour toute fon
tion f : R → R 
ontinue bornée, on a limn→∞

∫
f dPXn =

∫
f dPX ;3. Pour tout t ∈ R, on a limn→∞ ϕXn(t) = ϕX(t).La dernière assertion est une 
onséquen
e dire
te du théorème de Paul Levy (voir Ja
od & Prot-ter (2003)). L'utilisation des fon
tions 
ara
téristiques est très souvent utilisée pour montrer la
onvergen
e en loi.Exemple 7.4Soit (Xn)n∈N une suite de variable aléatoire de loi B(n, pn). On suppose que npn → λ lorsque

n → ∞. On a
ϕXn(t) = [pneit + (1 − pn)]n.On montre à l'aide d'un développement limité

ϕXn(t) ∼
[
1 + (eit − 1)

λ
n

]n

→ eλ(eit−1).On déduit que Xn
L→ X où X est une v.a.r. qui suit une loi de Poisson de paramètre λ.Exemple 7.5Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires de loi de Poisson de paramètre λn ave
 λn → ∞lorsque n → ∞. De la même manière que dans l'exemple pré
édent on peut montrer que

Xn − λn√
λn

L→ Xoù X ∼ N (0, 1). On note également 
ette 
onvergen
e
Xn − λn√

λn

L→ N (0, 1).Dans les 
as dis
rets et absolument 
ontinues, la 
onvergen
e en loi peut également se montrer àpartir des fon
tions de masse et de densité.Probabilités générales Laurent Rouvière



62 Convergen
es de suites de variables aléatoiresThéorème 7.51. Soit Xn et X des v.a.r. à valeurs dans un espa
e E �ni ou dénombrable. Alors Xn
L→ X siet seulement si

∀j ∈ E, lim
n→∞

P(Xn = j) = P(X = j).2. Soit Xn et X des v.a.r. dont les lois admettent pour densité (par rapport à la mesure deLebesgue) fn et f . Si pour presque tout x de R on a limn→∞ fn(x) = f(x), alors Xn
L→ X.La 
onvergen
e en loi est préservée par 
ertaines opérations arithmétiques.Proposition 7.5Soit (Xn)n∈N et (Yn)n∈N deux suites de v.a.r., X une v.a.r. et a un réel. On a :1. Si Xn

L→ X et Yn
L→ a alors

Xn + Yn
L→ X + a, XnYn

L→ aX et Xn

Yn

L→
X
a

(si a 6= 0).2. Si g : R → R est 
ontinue en tout point de R alors g(Xn) L→ g(X).Remarque1. La première assertion de 
e théorème est appelée théorème de Slutsky ;2. Ces opérations algébriques se généralisent au 
as ve
toriel.Nous terminons en énonçant les relations entre la 
onvergen
e en loi et les autres modes de 
onver-gen
e.Théorème 7.6Si Xn
P→ X alors Xn

L→ X.Remarque1. Là en
ore la ré
iproque est fausse. Un 
ontre-exemple est donné par X ∼ N (0, 1) et Xn =
(−1)nX. La ré
iproque devient vraie lorsque Xn 
onverge en loi vers une variable 
onstante
a. On a

Xn
L→ a ⇐⇒ Xn

P→ a.2. Les 
onvergen
es presque sûre et en moyenne d'ordre p impliquant la 
onvergen
e en probabi-lité, on en déduit que 
es modes impliquent également la 
onvergen
e en loi. La 
onvergen
een loi est don
 le mode de 
onvergen
e le plus �faible�. On peut résumer les di�érents modesde 
onvergen
e par le diagramme suivant :PSfrag repla
ements
=⇒=⇒moyenne d'ordre p probabilité loi

⇑presque sûreFig. 7.1 � Relations entre les di�érents mode de 
onvergen
e.Laurent Rouvière Probabilités générales



7.2 La loi des grand nombres 637.2 La loi des grand nombresSoit X1, . . . , Xn n v.a.r. indépendantes de loi Bernoulli de paramètre p. On a alors Sn =
∑n

i=1Xi ∼
B(n, p) et l'inégalité de Bienaymé-Cheby
hev nous donne :

∀ε > 0, P
(∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε
)
<
p(1 − p)
nε2

→ 0 quand n → ∞.On déduit Sn/n
P→ p. Ce résultat se généralise à d'autres types de loi.Dans la suite, étant donnée n v.a.r. X1, . . . , Xn, on désignera alors par Sn la somme ∑n

i=1Xi.Lorsque l'on obtient pour Sn une 
onvergen
e en probabilité du même genre que sur l'exemplepré
édent, on parle de loi faible des grands nombres. Si la 
onvergen
e est presque sûre, on emploiele terme, loi forte des grands nombres.7.2.1 Lois faibles des grands nombresNous énonçons 2 lois faibles des grands nombres.Théorème 7.7 (Loi faible des grands nombres dans L1)Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. de L1(Ω,A,P) 2 à 2 indépendantes et de même loi. On note
E[X1] = µ. On a

1
n

n∑

i=1

Xi
L1→ µ.Théorème 7.8 (Loi faible des grands nombres dans L2)Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. de L2(Ω,A,P) 2 à 2 non 
orrélées et de même loi. On note

E[X1] = µ. On a
1
n

n∑

i=1

Xi
L2→ µ.On parle de lois faibles des grands nombres pour 
es deux théorèmes 
ar les 
onvergen
es ont bienévidemment également lieu en probabilité. On pourra 
onsulter Foata & Fu
hs (2003), 
hapitre17, pour la preuve de 
es résultats.7.2.2 Lois fortes des grands nombresLa 
onvergen
e presque sûre s'obtient supposant l'indépendan
e mutuelle dans le théorème 7.7.Théorème 7.9Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. de L1(Ω,A,P) indépendantes et de même loi. On note E[X1] = µ.On a

1
n

n∑

i=1

Xi
p.s.→ µ.RemarqueSi on suppose de plus que E[X2

1 ] < ∞, alors la 
onvergen
e a également lieu dans L2.Probabilités générales Laurent Rouvière



64 Convergen
es de suites de variables aléatoires7.3 Le théorème 
entral limiteSoit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. indépendantes et de même loi N (µ, σ2). Si on note Sn =
∑n

i=1 et
X̄n = Sn/n, on rappelle que

√
n
X̄n − µ
σ

∼ N (0, 1).Le théorème 
entral limite stipule que, sous des hypothèses très faibles, on peut étendre 
e résultat(asymptotiquement) à �n'importe quelle� suite de variables aléatoire indépendantes. C'est l'un desrésultats les plus impressionnants et les plus utilisés en probabilités et statistique. L'idée est trèssimple : étant donnée une suite i.i.d.X1, . . . , Xn de variables aléatoires de moyenne µ et de varian
e
σ2, on a pour n assez est grand, L(Sn) ≈ N (nµ, nσ2). Et 
e
i, quelle que soit la loi des Xi. Laseule hypothèse requise est l'existen
e d'une varian
e.Théorème 7.10 (Théorème 
entral limite)Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi, et telles que E[X2

i ] <
+∞. On note E[Xi] = µ, V[Xi] = σ2 et X̄n = 1

n

∑n
i=1Xi. On a alors

√
n
X̄n − µ
σ

L→ N (0, 1) quand n → ∞.La preuve de 
e résultat est relativement simple, elle repose sur un développement limité de lafon
tion 
ara
téristique.Exemple 7.6Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[. On note Sn =∑n
i=1Xi. On a d'après la loi des grands nombres

Sn

n
p.s.→ p quand n → ∞et d'après le théorème 
entral limite

Sn − np
√
np(1 − p)

L→ N (0, 1) quand n → ∞.Le théorème 
entral limite se généralise au 
as ve
toriel.Théorème 7.11 (Théorème 
entral limité pour des ve
teurs aléatoires)Soit (Xn)n∈N une suite de ve
teurs aléatoires de Rd indépendants, du se
ond ordre, de même loi,d'espéran
e µ ∈ Rd et de matri
e de varian
e-
ovarian
e Σ (matri
e d× d). Alors
√
n

(∑n
i=1Xi

n
− µ

)
L→ N (0,Σ) quand n → ∞.

Laurent Rouvière Probabilités générales



Annexe ARappels de 
ours sur la loi normale
A.1 Loi normale 
entrée réduiteDé�nition A.1On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi normale 
entrée réduite si elle admet 
omme densitéde probabilité la fon
tion

f(x) =
1

√
2π

exp
(

−
x2

2

)
.On note X ∼ N (0, 1).Proposition A.1Si X ∼ N (0, 1), alors E(X) = 0 et V(X) = 1.Dé�nition A.2La fon
tion de répartition d'une variable aléatoire suivant une loi normale N (0, 1) est :

F (x) = P(X ≤ x) =
∫ x

−∞

1
√

2π
exp

(
−
t2

2

)
dt.
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ements
x

P(X ≤ x)
Fig. A.1 � Fon
tion de répartition.Cette fon
tion ne s'exprime pas à l'aide des fon
tions usuelles, on peut trouver ses valeurs dansune table.Probabilités générales Laurent Rouvière



66 Rappels de 
ours sur la loi normaleProposition A.2
∀x ∈ R, on a F (−x) = 1 − F (x).Exemple A.1 (Le
ture de table)Soit X une variable aléatoire qui suit une loi N (0, 1). On a

P(X ≤ 2.11) = F (2.11) = 0.9826
P(X ≤ −2.11) = F (−2.11) = 1 − F (2.11) = 1 − 0.9826 = 0.0174
P(X ≥ 2.11) = 1 − P(X ≤ 2.11) = 1 − F (2.11) = 1 − 0.9826 = 0.0174Pour 
al
uler une probabilité du genre P(−1 ≤ x ≤ 2) on peut raisonner de deux manièresdi�érentes :1. Analytiquement :

P(−1 ≤ x ≤ 2) =
∫ 2

−1

f(t)dt =
∫ −∞

−1

f(t)dt+
∫ 2

−∞
f(t)dt = −

∫ −1

−∞
f(t)dt+

∫ 2

−∞
f(t)dt

= − F (−1) + F (2) = F (2) − (1 − F (1)) = 0.9772 − 1 + 0.8413 = 0.8185.2. Géométriquement : 
ette appro
he est plus naturelle.
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−1La probabilité re
her
hée 
orrespond à l'aire de la partie ha
hurée de la �gure de gau
he. Il estévident que 
ette aire est égale à l'aire ha
hurée de la �gure �droite-haut� moins 
elle de �droite-bas�. En terme de probabilité, 
e
i s'é
rit :
P(−1 ≤ X ≤ 2) = P(X ≤ 2) − P(X ≤ (−1) = F (2) − F (−1) = F (2) − (1 − F (1))

= 0.9772 − 1 + 0.8413 = 0.8185.Dé�nition A.3Etant donné un réel α dans [0, 1], le quantile uα d'ordre α (voir Figure A.2) est dé�ni par larelation
P(X ≤ uα) = α.Laurent Rouvière Probabilités générales
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PSfrag repla
ements
α

uαFig. A.2 � Représentation du quantile d'ordre α.Tout 
omme la fon
tion de répartition, les quantiles de la loi normale 
entrée réduite ne s'exprimentpas à l'aide des fon
tions usuelles et il faut les lire sur des tables. Il faut toujours penser à véri�erque les quantiles dont l'ordre est inférieur à 0.5 sont des valeurs négatives.Exemple A.2On lit sur la table :
u0.95 = 1.64 ; u0.05 = −1.64 ; u0.57 = 0.18 ; u0.32 = −0.47 .A.2 La loi normale N (µ, σ2)Dé�nition A.4On dit qu'une variable Y suit une loi N (µ, σ2) si elle admet 
omme densité de probabilité lafon
tion :

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−

(x− µ)2

2σ2

)
.Proposition A.3Si Y ∼ N (µ, σ2) alors1. E(X) = µ et V(X) = σ2.2. ∀(a, b) ∈ R2, aY + b ∼ N (aµ+ b, a2σ2).Pour obtenir les valeurs de la fon
tion de répartition et des quantiles d'une loi N (µ, σ2), on seramène à l'utilisation des tables de la loi N (0, 1) à l'aide du théorème suivant.Théorème A.1Si Y ∼ N (µ, σ2), alors la variable aléatoire

X =
Y − µ
σsuit une loi N (0, 1).Probabilités générales Laurent Rouvière



68 Rappels de 
ours sur la loi normaleExemple A.3Soit Y ∼ N(2, 9), déterminons P(Y ≤ 1.4) et le se
ond quartile de Y . On pose X = Y −2
3
, d'aprèsle théorème pré
édent, X suit une loi N (0, 1). On a alors :

P(Y ≤ 1.4) = P
(
Y − 2

3
≤

1.4 − 2
3

)
= P(X ≤ −0.2)

= F (−0.2) = 1 − F (0.2) = 1 − 0.579 = 0.421.Soit q0.75 le se
ond quartile de Y , 
'est à dire :
P(Y ≤ q0.75) = 0.75,ou en
ore

P
(
Y − 2

3
≤
q0.75 − 2

3

)
= 0.75 ⇐⇒ P

(
X ≤

q0.75 − 2
3

)
= 0.75On en déduit que q0.75 − µ

σ
est la quantile d'ordre 0.75 de la loi N (0, 1), par 
onséquent
q0.75 − 2

3
= 0.6745 ⇐⇒ q0.75 = 4.0235.A.3 Somme et moyenne de lois normalesThéorème A.2Soient Y1 et Y2 deux variables aléatoires indépendantes de lois respe
tives N (µ1, σ2

1) et N (µ2, σ2
2).Alors

Y1 + Y2 ∼ N (µ1 + µ2, σ2
1 + σ2

2).Corollaire A.1Soient Y1, . . . , Yn n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de lois nor-males N (µ, σ2). Alors
Y n =

1
n

n∑

i=1

Yi ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
,ou en
ore

Y n − µ
σ/

√
n

∼ N (0, 1).
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B.1 Lois dis
rètesLoi Paramètres Fon
tion de masse Espéran
e Varian
e Modélisation ObservationsDira
 δa a 1a(x), x ∈ R a 0 X est une v.a. prenant lavaleur a quel que soit lerésultat de l'expérien
e. Fon
tion 
aratéristique (F.
.)
ϕ(t) = eita.Uniformede support

{1, . . . , n}

1
n
, x ∈ {1, . . . , n} n+1

2
n2−1

12
X est une v.a. désignantun nombre entier 
om-pris entre 1 et n 
hoisiau hasard (ave
 équipro-babilité).Bernoulli

B(p)
p ∈ [0, 1] px(1 − p)1−x, x ∈ {0, 1} p p(1 − p) X est le résultat d'uneexprérien
e à deux is-sues : 1 ave
 probabilité

p, 0 ave
 probabilité 1−p. Si Xi ∼ B(p), i = 1, . . . , n in-dépendantes alors ∑n
i=1Xi ∼

B(n, p). F.
. ϕ(t) = peit + (1 −
p).Binomiale

B(n, p)
n ∈ N⋆, p ∈ [0, 1]

(
n
x

)
px(1 − p)n−x

x ∈ {0, 1, . . . , n} np np(1 − p) X est la somme de n ex-périen
es de loi de Ber-noulli indépendantes etde même paramètre. Si X1 ∼ B(n1, p) et X2 ∼
B(n2, p) ave
 X1 et X2 indé-pendantes alors X1 + X2 ∼
B(n1 + n2, p). F.
. ϕ(t) =
(peit + (1 − p))n.Poisson

P(λ)
λ > 0 λx

x!
e−λ, x ∈ N λ λ Loi limite d'une bino-miale B(n, p) lorsque

n → ∞, p → 0 et

np → λ. Si X1 ∼ P(λ1), X2 ∼ P(λ2)ave
 X1 et X2 indépendantesalors X1 + X2 ∼ P(λ1 + λ2).F.
. ϕ(t) = eλ(eit−1).Géométrique

G(p)
p ∈ [0, 1] (1 − p)x−1p, x ∈ {1, 2, . . .} 1

p
1−p
p2 X est la v.a. 
orrespon-dant au nombre d'essaisné
essaires pour obtenirun su

és lorsque l'on ré-pète plusieurs fois uneexpérien
e de Bernoulli.

F.
. ϕ(t) = peit

1−(1−p)eit .



Loi Paramètres Fon
tion de masse Espéran
e Varian
e Modélisation ObservationsBinomialenégative n ∈ N⋆, p ∈ [0, 1]
(
x− 1
n− 1

)
pn(1 − p)x−n,

x ∈ {n, n+ 1, . . .}

n
p

n(1−p)
p2 X est la v.a. 
orrespon-dant au nombre de foisoù il a fallu répéter uneexpérien
e de Bernoullipour obtenir n su

ès. Si n = 1, on retrouve laloi géométrique. Si X1 et X2suivent des loi binomiales né-gatives de paramètres (n1, p)et (n2, p) ave
 X1 et X2 indé-pendantes, alors X1 +X2 suitune loi binomiale négative deparamètre (n1 + n2, p).Hypergéo-métrique N ∈ N⋆, N1 ∈

{1, . . . , N}, n ∈
{1, . . . , N}

(N1
x )(N−N1

n−x )
(N

n) , x ∈ N, x ≥

max(0, n − N + N1), x ≤
min(n,N1)

nN1

N
nN1(N−N1)(N−n)

N2(N−1)

On tire n boules sansremise dans une urne
ontenant N1 boulesblan
hes, N − N1 boulesnoires. X est la v.a. 
or-respondant au nombrede boules blan
hes tirées.
On retrouve la loi binomialelorsque N1 → ∞, N → ∞ et

N1

N
→ p.



B.2 Lois absolument 
ontinuesLoi Paramètres Densité Espéran
e Varian
e Modélisation ObservationsUniforme

U([a, b])
a, b ∈ R, a < b 1

b−a
1[a,b](x) a+b

2
(b−a)2

12
X est la variable aléa-toire représentant unnombre tiré au hasardentre a et b. F.
. ϕ(t) = sin(at)

at

pour une loi
U([−a, a])Exponentielle

ξ(λ)
λ > 0 λe−λx1[0,+∞[(x) 1/λ 1/λ2 ξ(λ) = γ(1, λ). F.
. ϕ(t) =

λ/(λ− it)Gamma

γ(p, λ)
p > 0, λ > 0 λ

Γ(p)
e−λx(λx)p−11[0,+∞[(x) p/λ p/λ2 Si X1 ∼ γ(p1, λ), X2 ∼

γ(p2, λ) et X1 et X2 indépen-dantes, alorsX1+X2 ∼ γ(p1+
p2, λ). Pour n ∈ N⋆, Γ(n) =
(n− 1)!Beta I

β1(a, b)
a > 0, b > 0 1

β(a,b)
(1 − x)b−1xa−11[0,1](x) a

a+b
ab

(a+b+1)(a+b)2

Si X ∼ γ(a, 1) et Y ∼
γ(b, 1) ave
 X et Y indé-pendantes, alors X

X+Y
∼

β1(a, b)

β(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

. Les sta-tistiques d'ordre d'une loi

U([0, 1]) suivent des lois β1Beta II

β2(a, b)
a > 0, b > 0 1

β(a,b)
xa−1

(1+x)a+b 1[0,+∞[(x) a
b−1

si b >
1

a(a+b−1)
(b−1)2(b−2)

si
b > 2

Si X ∼ γ(a, 1) et Y ∼
γ(b, 1) ave
 X et Y in-dépendantes, alors X

Y
∼

β2(a, b)

Si X ∼ β1(a, b) alors X
1+X

∼
β2(a, b) et ré
iproquement.Weibull

W (a, λ)
a > 1, λ > 0 aλxa−1e−λxa1[0,+∞[(x) Γ(1+ 1

a )

λ1/a

Γ(1+ 2
a)−Γ2(1+ 1

a)
λ2/a X ∼ W (a, λ) si Xa ∼

ξ(λ)Gaussienneou normale

N (m, σ2)

m ∈ R, σ2 > 0 1√
2πσ2

e− (x−m)2

2σ2 m σ2 Loi limite de théorème
entral limite Si X ∼ N (m, σ2), alors

X−m
σ

∼ N (0, 1). Si X1 ∼
N (m1, σ2

1) et X2 ∼ N (m2, σ2
2)ave
 X1 et X2 indépendantesalors X1 + X2 ∼ N (m1 +

m2, σ2
1 + σ2

2). F.
. ϕ(t) =
eimte−σ2t2/2.



Loi Paramètres Densité Espéran
e Varian
e Modélisation ObservationsCau
hy 1
π(1+x2)

Si X1 et X2 sont indé-pendantes de même loi
N (0, 1), si U ∼ U(] −
π/2, π/2[), alors X1/X2et tanU suivent des loisde Cau
hy.

F.
. ϕ(t) = e−|t|.

Log-normale m ∈ R, σ2 > 0 1

x
√

2πσ2
e− (ln x−m)2

2σ2 1[0,+∞[(x) em+σ2/2 e2m+σ2(eσ2−1) X suit une loi log-normale de para-mètres (m, σ2) si
lnX ∼ N (m, σ2).Chi-Deux

χ2(n)
n ∈ N⋆ 1

2Γ(n/2)
e−x/2

(
x
2

)n/2−1 1[0,+∞[(x) n 2n Si X1, . . . , Xn sont i.i.d.de loi N (0, 1), alors X =
X2

1 + . . .+X2
n ∼ χ2(n). Si X1 ∼ χ2(n1) et X2 ∼

χ2(n2) ave
 X1 et X2 indé-pendantes, alors X1 + X2 ∼
χ2(n1 + n2). Si X ∼ χ2(n),

X ∼ γ(n/2, 1/2).Student

T (n)
n ∈ N⋆ Γ(n+1

2 )
√

nπΓ(n
2 )

(
1 + x2

n

)− n+1
2 0 si n > 1 n

n−2

si n > 2 Si X ∼ N (0, 1), Y ∼
χ2(n) ave
 X et Y indé-pendantes, alors X√

Y/n
∼

T (n). Si X ∼ T (n) alors X2

n
∼

β2

(
1
2
, n

2

).Fisher-Snede
or

F(m,n)

m ∈ N⋆, n ∈ N⋆ m
m
2 n

n
2

β(m
2

, n
2 )x

m
2

−1(n+mx)− n+m
2

n
n−2

si n >
2

2n2(m+n−2)
m(n−2)2(n−4)

si
n > 4

Si X ∼ χ2(m), Y ∼
χ2(n) ave
 X et Y indé-pendantes, alors X/m

Y/n
∼

F(m,n). Si X ∼ F(m,n), alors 1/X ∼
F(n,m).





Annexe CAnnalesCette annexe 
omporte les sujets d'examens des dernières années a
ompagnés de quelques 
orrigés.
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ENSAI, première année IES 2009-2010
Examen partiel Statistique 29 dé
embre 2009Au
un do
ument, pas de 
al
ulatri
eLe barême est donné à titre indi
atifExer
i
e 1 (Question de 
ours, 3 points)1. Enon
er l'inégalité de Markov (sans oublier de donner les hypothèses).2. Enon
er l'inégalité de Bienaymé-Cheby
hev (sans oublier de donner les hypothèses).3. Démontrer l'inégalité de Bienaymé-Cheby
hev.Exer
i
e 2 (Questionnaire à 
hoix multiple, 5 points)Pour 
haque question, on reportera sur la 
opie le numéro de la question ave
 
elui de la réponseexa
te. Le 
hoix devra être justi�é en 2 lignes maximum.1. Soit X une variable aléatoire réelle de denstié fX . La variabe aléatoire Y = X + 1 admetpour densité :(a) fX(y + 1)(b) 1 + fX(y)(
) 1 − fX(y)(d) fX(y − 1)(e) une autre2. Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi normale. Alors 2X + 1 suit égalementune loi normale(a) Oui(b) Non (ou dans 
ertains 
as seulement)3. Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telle que ρ(X, Y ) = 0 (ρ désigne le 
oe�
ientde 
orrelation), alors X et Y sont indépendantes.(a) Oui(b) Non (ou dans 
ertains 
as seulement)4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors X + Y et Y sont indépendantes.(a) Oui(b) Non (ou dans 
ertains 
as seulement)5. On note FX la fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite (pour une variablealéatoire réelle). On a pour tout x ∈ R :(a) FX(−x) = −FX(x)(b) FX(−x) = 1 − FX(x)(
) FX(−x) = FX(x)(d) au
une de 
es égalités n'est 
orre
teLaurent Rouvière 76 Probabilités générales



Exer
i
e 3 (3,5 points)Soit X = (X1, X2)′ un ve
teur aléatoire de loi uniforme sur le 
arré ] − 1, 1[×] − 1, 1[.1. Déterminer la densité de X ainsi que de ses marginales.2. Cal
uler le 
oe�
ient de 
orrelation entre X1 et X2.3. Déterminer la densité de Y = X1 −X2 (on pourra par exemple utiliser le produit de 
onvo-lution).Exer
i
e 4 (5 points)Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ > 0 :
fY (y) = λe−λy1[0,+∞[(y).On 
onsidère la variable aléatoire X = eY .1. Montrer que X admet pour densité
fX(x) =

λ
xλ+1

1[1,+∞[(x).2. Cal
uler E[X] en fon
tion de λ.3. On suppose que λ > 1. Soit Z une variable aléatoire réelle indépendante de X et de loiuniforme sur ]0, 1[. Déterminer la densité de la variable aléatoire Z/X.Exer
i
e 5 (3,5 points)Soit Z = (X, Y )′ un 
ouple aléatoire dont la densité est donnée par
fZ(x, y) =

{ k√
xy

si 0 < x ≤ y < 1
0 sinon.1. Montrer que k = 1

2
.2. Cal
uler les densités marginales.3. On note A =] − 2, 1/4[×] − 1, 3/2[. Déterminer P(Z ∈ A).4. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Justi�er.
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CORRECTIONExer
i
e 11. Si X est une v.a.r. positive, on a pour tout réel a > 0

P(X ≥ a) ≤
E[X]
a

.2. Si E[X2] < +∞, alors on a pour tout réel a > 0

P(|X − E[X]| > a) ≤
V[X]
a2

.3. Il su�t d'appliquer Markov à la v.a.r. positive |X − exp[X]|2 :
P(|X − E[X]| > a) = P((X − E[X])2 > a2) ≤

E [(X − E[X])2]
a2

=
V[X]
a2

.Exer
i
e 21. d par un 
hangement de variable2. a la loi normale est stable par transformation a�ne3. b 
ontre exemple (vu en 
ours) X ∼ N (0, 1) et Y = X24. b on peut trouver plein de 
ontre exemple5. b la densité est paireExer
i
e 31. On a 
lairement
fX(x1, x2) =

1
4

1]−1,1[2(x1, x2)et les marginales sont de même loi uniforme sur ] − 1, 1[.2. ρ(X1, X2) = 0 
ar X1 et X2 sont indépendantes.3. La loi de Y = X1 − X2 est donnée par le produit de 
onvolution entre X1 et X2. Soit
y ∈ [−2, 2], on a

fY (y) =
1
4

∫

R
1]−1,1[(y − t)1]−1,1[(t) =

∫ min(1,1+y)

max(y−1,−1)

1
4

dt =
1
4

(2 − |y|).On a don

fY (y) =

1
4

(2 − |y|)1[−2,2](y).Exer
i
e 41. On peut utiliser la fon
tion muette. Soit h une fon
tion mesurable. On a
E[h(X)] =

∫ ∞

0

h(ey)λe−λy dy =
∫ +∞

1

h(x)λe−λln(x) 1
x

dy =
∫ +∞

1

h(x)
λ
xλ+1

dx
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2. On a
E[X] =

∫ +∞

1

λ
xλ

dx.On déduit E[X] = +∞ si λ ≤ 1, E[X] = λ
λ−1

sinon.3. On pose U = Z/X et V = Z. Cher
hons la loi du 
ouple T = (U, V )′. On 
onsidère le
hangement de variable
ϕ :]1,+∞[×]0, 1[ → ∆ = {(u, v) : 0 < v < u < 1}

(u, v) 7→ (v/u, v)Le déterminant de la matri
e ja
obienne vaut −v/u2. Il vient don

fT (u, v) = λv−λuλ−110≤u≤v≤1.On obtient la densité de U en intégrant par rapport à v

fU(u) = λuλ−1

∫ 1

u

v−λ dv =
λ

λ− 1
(1 − uλ−1).Exer
i
e 51. L'intégrale sur R2 doit être égale à 1 :

k
∫ 1

0

1
√
x

∫ 1

x

1
√y

dy dx = 2k.2. On les obtient par intégration de la densité jointe :
fX(x) =

(
1

√
x

− 1
)

1]0,1[(x) et fY (y) = 1]0,1[(y).3. On a
P(X ∈ A) =

1
2

∫ 1/4

0

∫ 1

x

1
√xy

dy dx =
3
4
.4. Non 
ar fZ(x, y) 6= fX(x)fY (y).
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