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2 Lois usuelles dans Rn

2.1 La loi multinomiale

On répète n fois une expérience à k issues, de probabilités respectives p1, . . . , pk, de façon indépendante, et on
considère pour tout i = 1, . . . , k, le nombre Xi de réalisations de l’issue i (parmi les n répétitions).

Définition 1 On dit que le vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xk) suit une loi multinomiale de paramètres (n, p1, . . . , pk),
et on note X ∼M(n, p1, . . . , pk). On a

P ((X1, . . . , Xk) = (x1, . . . , xk)) =
n!

x1! . . . xk!
px1
1 . . . pxk

k .

Propriétés.
Les variables marginales X1, . . . , Xk sont linéairement dépendantes par construction :

∑k
i=1 Xi = n, et on a bien

sûr
∑k

i=1 pi = 1.
Chaque variable marginale Xi suit une loi binomiale B(n, pi).
On a donc E[X] = (np1, . . . , npk), et la matrice de variances-covariances de X est égale à

ΣX =




np1(1− p1) −np1p2 . . . −np1pk

−np1p2 np2(1− p2) . . . −np2pk
...

...
...

...
−np1pk −np2pk . . . npk(1− pk)


 .

Remarque : Cette matrice ΣX n’est pas inversible.

La loi multinomiale a toute son importance en statistique. Elle est notamment à la base d’un test très utilisé en
statistique : le test du Chi-deux.

2.2 Vecteurs gaussiens - loi multinormale

Retour sur la loi gaussienne dans R : Densités, forme des densités, centrage et réduction d’une v.a.r. gaussienne,
quantiles des lois gaussiennes, loi gaussienne dégénérée.

2.2.1 Définitions - Premières propriétés

Définition 2 Un vecteur aléatoire de dimension k X = (X1, . . . , Xk) est dit gaussien si toute combinaison linéaire
de ses variables marginales a1X1 + . . . + akXk est une v.a.r. gaussienne.

Proposition 1 La loi d’un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xk) gaussien est entièrement déterminée par la donnée
de son espérance mX = E[X] et de sa matrice de variances-covariances ΣX . On note alors X ∼ Nk(mX , ΣX).
La fonction caractéristique de la loi Nk(mX , ΣX) est donnée par ϕX(t) = eit′mX e−

1
2
t′Σt.

Proposition 2 Soit X = (X1, . . . , Xk) un vecteur gaussien. Par définition, les variables marginales X1, . . . , Xk

sont des v.a.r. gaussiennes. Mais la réciproque est fausse.

Preuve. On prend X1 ∼ N (0, 1), ε une variable aléatoire de Rademacher, c’est-à-dire qui prend les valeurs 1 et −1
avec probabilité 1/2, et on pose X2 = εX1. On peut voir que X1 et X2 sont des v.a.r. gaussiennes centrées réduites,
mais que X1 + X2 n’est pas une variable gaussienne (notamment, on a P (X1 + X2 = 0) 6= 0 !). Par conséquent
(X1, X2) n’est pas un vecteur gaussien.

Proposition 3 Si X1, . . . , Xk sont des v.a.r. gaussiennes indépendantes, alors le vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xk)
est un vecteur gaussien.

Définition 3 Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xk) est dit gaussien centré réduit ou standard si X ∼ Nk(0, Ik).



Proposition 4 X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(mX , ΣX) si et seulement si X peut s’écrire X = AY + mX , avec
Y ∼ Nk(0, Ik), A étant de taille k × k, satisfaisant AA′ = ΣX et rang(A) =rang(ΣX).
Si X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(mX ,ΣX), A une matrice de taille l × k et B ∈ Rl, alors AX + B ∼ Nl(AmX +
B,AΣXA′). En particulier, le vecteur Σ−1/2

X (X −mX) est gaussien standard.

2.2.2 Indépendance

Proposition 5 Soit X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(mX , ΣX). Les variables marginales X1, . . . , Xk sont indépendantes
si et seulement si ΣX est diagonale, autrement dit si et seulement si elles sont non corrélées.
Soit Z = (X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Yq) un vecteur gaussien. Les vecteurs (X1, . . . , Xp) et (Y1, . . . , Yq) sont indépendants
si et seulement s’ils sont non corrélés.

Preuve. Utilisation de la fonction caractéristique.

Attention : on rappelle que ces propriétés sont fausses dans le cadre général des vecteurs aléatoires ! Si on reprend
l’exemple ci-dessus de X1 ∼ N (0, 1), et X2 = εX1, alors les variables X1 et X2 sont non corrélées, mais dépendantes.

2.2.3 Densité

Proposition 6 Soit X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(mX , ΣX). X admet une densité f si et seulement si det ΣX 6= 0, et
on a

f(x1, . . . , xk) =
1

(
√

2π)k
√
det ΣX

e−
1
2
(x−mX)′Σ−1

X (x−mX),

avec x = (x1, . . . , xk)′.

Preuve. On a Y = Σ−1/2
X (X−mX) ∼ Nk(0, Ik), donc ses variables marginales Y1, . . . , Yk sont des v.a.r. gaussiennes

centrées réduites indépendantes. Y a donc pour densité

g(y) =
1

(2π)k/2
e−

1
2

Pk
i=1 y2

i .

Il suffit alors d’appliquer la formule du changement de variables. Le jacobien vaut 1/(det Σ1/2
X ) = (det ΣX)−1/2,

ce qui donne le résultat.

Exemple. Cas du vecteur gaussien de dimension 2 et lien avec le coefficient de corrélation linéaire.

Définition 4 Un vecteur gaussien X dont la matrice de variances-covariances a un déterminant nul est dit dégé-
néré.

2.2.4 Vecteurs gaussiens et loi du Chi-Deux

Rappels sur la loi du Chi-Deux.

Proposition 7 Si X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(mX , ΣX), avec ΣX inversible, alors (X−mX)′Σ−1
X (X−mX) suit une

loi du χ2(k).

Preuve. Il suffit ici aussi de voir que Σ−1/2
X (X −mX) ∼ Nk(0, Ik).

Proposition 8 Soit X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(0, Ik).
X ′AX suit une loi du χ2 si et seulement si A est une matrice de projection orthogonale, i.e. A2 = A. Le nombre
de degrés de liberté du χ2 est alors égal au rang de A.
Soit A,B deux matrices de projection orthogonale. X ′AX et X ′BX sont indépendantes si et seulement si AB = 0.



Thèorème 1 (Théorème de Cochran) Soit X = (X1, . . . , Xk) ∼ Nk(0, Ik). Soit A1, . . . , Ap p matrices symé-
triques de taille k × k telles que

∑p
l=1 X ′AlX = X ′X (décomposition de la norme de X au carré). Alors les trois

conditions suivantes sont équivalentes :
-

∑p
l=1 rang(Al) = k.

- Pour tout l = 1, . . . , p, X ′AlX ∼ χ2(rang Al).
- Les X ′AlX sont indépendantes.

Application aux projections sur des sous-espaces vectoriels de Rk.

2.2.5 Théorème central limite (vectoriel)

Thèorème 2 Soit (Xn)n∈N une suite de vecteurs aléatoires du second ordre indépendants, de même loi, d’espérance
m, de matrice de variances-covariances Σ.
Alors √

n

(∑n
i=1 Xi

n
−m

)
→L N (0, Σ).


